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Vorwort. 



Das nachfolgende Werk verdankt seine unmittelbare Entstehung 
den Vorlesungen, welche ich in mehreren Semestern an der hiesigen 
Universität über die hyperelliptischen Transcendenten gehalten habe. 
In ihm ist der Versuch gemacht worden, die Transformation der 
hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung in elementarer und 
systematischer Weise zu entwickeln. 

Als Einleitung und erster Teil wird eine kurze Theorie der 
Theta- resp. hyperelliptischen Funktionen zweier Veränderlichen auf 
Grund des Hermiteschen Transformationsprinzipes und im Anschlüsse 
an einige Arbeiten der H. H. Weber, Prym, Krazer u. a. voraus- 
geschickt 

Der auf die Einleitung folgende zweite Teil enthält die Theorie 
der allgemeinen rationalen Transformation n*^ Grrades nebst An- 
wendungen. Eine genauere Diskussion erfahren die Fälle, in denen 
n die Werte 1, 2, 3, 5 annimmt. Die Anwendungen beziehen sich 
auf die Lösung einer Reihe wichtiger Probleme. Dieselben können 
am besten aus dem Inhaltsverzeichnis ersehen werden. 

Drittens wird dann der Versuch gemacht, die Transformations- 
theorie auf ein allgemeineres Fundament aufzubauen, als es bisher 
üblich war. Es geschieht dieses mit Hülfe der Thetafunktionen, 
deren Charakteristiken sich aus gebrochenen Zahlen zusammensetzen 
und auf Grund einiger allgemeiner Additionstheoreme zwischen Theta- 
funktionen mit verschiedenen Moduln. 

Es enthält der soeben skizzierte zweite und dritte Teil, von der 
fundamentalen Arbeit von Herrn Hermite und einigen mit ihr zu- 
sammenhängenden Aufsätzen der H. H. Königsberg er, Brioschi 



IV Vorwort. 

u. a. abgesehen^ eine Zusammenfassung und systematische Darstel- 
lung der Arbeiten, die ich auf dem Gebiete der hyperelliptischen 
Transcendenten in den letzten Jahren in verschiedenen Zeitschriften 
veröffentlicht habe. Einige Untersuchungen sind überdies als neue 
hinzugetreten. 

Meinem Schüler, Herrn F. Roh de, spreche ich für hülfreiche 
Unterstützung bei der Korrektur meinen besten Dank aus. 

Rostock, im August 1886. 

Der Verfasser. 
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§ 1.*) 

Einfiilirang der fondameiitalen Thetafiinktioii zweier Veränderliclieii. 
Entwicklnng der Haupteigenschaften derselben. 

Als* fundamentale Thetafunktion werde die doppelt unendliche 
Reihe zu Grunde gelegt: 



flO flO 



oder auch^ indem wir von vorneherein die Annahme hinzuftlgen^ dafs 



sei, die Reihe : 



Tjg — tgj 



-f- OD -f" * 



00 — 00 



Die Gröfsen v^ und Vg nennen wir die Argumente^ die Gröfsen 
1^117 ^127 ^82 ^^^ Parameter oder Moduln der fundamentalen Theta- 
funktion. Wo ein Zweifel über die Werte der Parameter nicht mög- 
lich ist, bezeichnen wir die vorgelegte Funktion durch: 

^rX^u ^a) oder ^.,((4, 
im entgegengesetzten Falle durch: 

^5 («^1 » ^2 , ^lu -«^la ; '^22) oder d'^^ {{v, t}. 

Es soll zunächst untersucht werden, unter welchen Bedingungen 
die vorgelegte unendliche Reihe konvergiert 

Nehmen wir dazu erstens an,* die unendliche Reihe sei konvergent. 



*) In Bezug anf die allgemeine Theorie der Thetafunktionen zweier Ver- 
änderlichen mOge vor aUem verwiesen werden auf: Rosenhain: M^moires des 
savans dtrang. XI. 1861. Paris. Göpel: Grelle 36. Gayley: Philosophical 
Transactions. London 1881. Weber: Mathematische Annalen 14, Grelle 84. 
Forsyth: Philosophical Transactions. London 1883. Krazer: Theorie der zwei- 
fach unendlichen Thetareihen. Leipzig 1882. 

KranBe, Thetafunktionen. 1 



2 § 1- Einführung der fundamentalen Thetafnnktionen zweier Venbiderlichen. 

Wir denken uns dann die Grofsen Xaß in ihren reellen und imagi- 
nären Teil zerlegt^ indem wir setzen: 

Ta/y = daß "f- iO'aß' 

Dann wird der Ausdruck: 

die Form P + »^ annehmen , wobei: 

ist. Die zweite Darstellung erlaubt dann unmittelbar den Schlufs, 
dafs im Falle der Konvergenz der unendlichen Reihe die beiden 
Grofsen: 

a^^ und .^•«»'-■«i*' 



«11 

das negative Vorzeichen besitzen müssen. Dieser Schlufs gilt für 
alle endlichen Werte der Argumente v^ und v^. Es gilt nun auch 
das umgekehrte. Wir beweisen zweitens, dafs die doppelt unend- 
liche Reihe für alle Werte von Vj und v^ konvergiert, wenn die 
beiden Ausdrücke: 

a und ^» • ^" - ^' - 
^^ «11 

das negative Vorzeichen besitzen. • 

In der That, bei der Entscheidung über die Konvergenz oder 

Divergenz der unendlichen Reihe können wir von den Gliedern e^ 

absehen, da deren absoluter Betrag der Einheit gleich ist Wir 

können uns also auf die Betrachtung der Reihe: 

4-00 "t* 



OD — OD 



beschränken. Dabei war P in die Form gebracht worden: 

Genau so können wir auch schreiben: 
oder also auch: 



Entwickluog der Haapteigenschaften derselben. 3 

Ist nun X eine negative reelle Gröfse, so ist ^ positiv und kleiner 
als 1. Daraus folgt, dafs die ursprüngliche Reihe sicher konver- 
gieren wird, wenn die Reihe konvergiert: 

— 00 — CO 

oder also, wenn das Produkt konvergiert: 




flO . — 00 



2;" 



Dieses Produkt wird konvergieren, wenn ein jeder der Faktoren kon- 
vergiert Setzen wir 

^8 V o, ■ 7 



"" -^p. 



so hat das erste Glied die Form 

-f-oo 



2 



mi p^i^ . g2«»»ni-«'i 



OD 



ist also, da p positiv und kleiner als 1 ist, eine für einen jeden end- 
lichen Wert von v^ konvergierende unendliche Reihe und zwar ist 
die Konvergenz eine unbedingte. 

Das analoge gilt von dem zweiten Faktor. Hieraus folgt der 

LehrsatB. 

Setzt man 

SO lautet die hinreichende und notwendige Bedingung für 
die Konvergenz der unendlichen Reihe, welche die funda- 
mentale Thetafunktion definiert: es müssen die beiden 

reellen Gröfsen a., und ^* ' ^" -^^- oder auch o»« und 

-^^— negative Gröfsen sein. Die Konverirenz ist 

dabei eine unbedingte und findet für alle endlichen Werte 
der Argumente i;^ und v^ statt. 

Wir nehmen in der Folge an, dafs die Parameter taß den auf- 
gestellten Konvergenzbedingungen Genüge leisten. 

Aus der Definitionsgleichung der fundamentalen Thetafunktion 
folgen leicht eine Reihe von Eigenschaften derselben. 

!♦ 



4 § 1. Einführung der fundamentalen Thetafanktion zweier Veränderlichen. 
I. Es finden die Beziehungen statt: 

^5(^1 + tri,, v, + T22) = e~^»(2^+^«) . -^,(i;„ t;^. 
Die Richtigkeit der ersten beiden Gleichungen folgt unmittelbar^ die 
der dritten^ wenn wir schreiben: 



■00 » 



und analog die der vierten Gleichung. 

U. Die Thetafunktion ist eine gerade Funktion ihrer Argumente 
d. h. es findet die Beziehung statt: 

III) Die Thetafunktion leistet den drei Differentialgleichungen 
Genüge: 

8=1,2. 

Für alle endlichen Werte von v^ und v^ hat die Funktion den 
Charakter einer ganzen Funktion. Eine jede Funktion nun^ die den 
Bedingungsgleichungen (1) und (3) Genüge leistet und für alle end- 
lichen Werte von v^ und v^ den Charakter einer ganzen Funktion 
besitzt, kann sich von der fundamentalen Thetafunktion nur um eine 
Grofse unterscheiden, die unabhängig von den Argumenten v^ und v^ 
und den Parametern Tj^, ti^, ^22 ^^^ 

In der That, da die vorgelegte Funktion sich nicht ändern soll, 
wenn die Argumente um ganze Zahlen vermehrt werden, so folgt 
leicht, dafs sie sich in die Form bringen läfst: 

(4) /•(»!, »,) = 2" 2**^""* ■ e*'"'^"" -■+"'••" . 

QO 00 

Die Bedingung: 
ergiebt die Gleichung: 

-f-« -|-Q0 

/*»»» ^w, CniiOT, • e*^«(*»i-«'«+w».-f»+»»i-<ii+»na-*ii) 



00 00 

-|-co +°° 



^ g-;ti(2r, + r„) ^^ ^j^Cm,m, • 6« ^«<'"i •**+"•» '''»). 



OO 00 



Entwicklung der Haupteigenschaften derselben. 5 

Multiplizieren wir beide Seiten mit 

und setzen auf der linken an Stelle von m^: m^^ — 1, so folgt durch 
Yergleichung die Relation: 

mithin: 

Mit Hülfe der Bedingungsgleichung: 

ergiebt sich dann analog: 

Mithin ergiebt sich für f{y^y v^ die Form: 

00 00 

oder also: 

(6) f{v^, v^ = Coo • -^5(^1; ^2)- 

Die Konstante c^ kann noch von den Parametern t^^, t^2} ^22 S'bhängen. 
Vermöge der dritten Bedingung aber findet die Gleichung statt: 

oder also: 

^00 g^» = 4^^ 1^-^- • ^M, v,) + c^ ^^ ) . 

Mithin ergiebt sich das Resultat 

3c„ 



= 0. 



Die Gröfse Cq^ mufs unabhängig von r^j sein. Genau das analoge 
würde sich für die Parameter Tj^, ^^2 ergeben, womit der Satz be- 
wiesen ist. 

§ 2,*) 

Definition der Thetafonktionen mit beliebiger Charakteristik. 

Entwicklang der elementaren Relationen nnter denselben. 

Aus den Eigenschaften, die wir im vorigen Par^raphen ent- 
wickelt haben, folgt, dafs, wenn 9i, 9^7 K> K beliebige ganze Zahlen 



*) In Bezug auf die Thetafunktionen mit beliebiger Charakteristik werde 
vor allem auf die Arbeiten der Herren Prym und Krazer im dritten Bande der 
Acta mathematica verwiesen. 



§ 2. Definition der Thetafanktionen mit beliebiger Charakteristik. 



bedeuten, die Relation besteht: 
wobei gesetzt ist: 

Lassen wir die Bedingung fallen, dafs g^, g^y h^, h^ ganze Zahlen 
sind, nehmen vielmehr an, dafs sie ganz willkürlich gewählte Gröfsen 
bedeuten können, so hört die obige Gleichung auf richtig zu sein 
und es definiert die rechte Seite eine neue Funktion, die wir, wo 
kein Zweifel über die Parameter t^i, r^^; ^n vorhanden ist, bezeichnen 
wollen durch: 

* R; Ü (''.' -*) <>^''^-'^ ^R;*:]"^'^- 

Wo jedoch die Parameter besonders hervorgehoben werden sollen, 
bezeichnen wir sie durch 

' ^ [*i S] ^^'' ^^' ''"' ^'^' "^^^ ^^^^ ^^^^ ^ Rl Ö ^^' ^^' 

Das Symbol ?^ ?^ wird die Charakteristik der vorhin de- 
finierten Funktion, die wir auch mit dem Namen einer Thetafunktion 
bezeichnen wollen, genannt. Wo kein Mifs Verständnis zu befürchten 

ist, soll sie abgekürzt durch 



9 
h 



bezeichnet werden. 



Für diese allgemeineren Thetafunktionen finden dann, wie leicht 
nachzuweisen ist, die Beziehungen statt: 



(1) 



» 



» 



9 



» 



9 
h 

'9 

A 
A 

y 

h 



(»t + 1. »«) 



(«„ », + 1) 



_, gigi -ti . ^ 



= ^9x-«i . %■ 



9 
A 

y 



"J, 



w, 



("1 + ^n, »»+ ^1«) = c-«*'-«« •» { {v}- €—"■(«••+*•«), 



(»1 -\-*ii,v, + t^t) = e-»»»—- '» f H • c-«*<»-+«iJ. 



Fflr alle endlichen Werte von Vj und v, besitzt die Thetafunktion 
den Charakter einer ganzen Funktion. Eine jede andere Funktion 
derselben Art, welche den vier soeben entwickelten Relationen 6e- 



Entwicklung der elementaren Relationen unter denselben. 7 

nüge leistet, unterscheidet sich von der Thetafunktion nur um eine 
von den. Argumenten v^ und Vg unabhängige Grofse. 

Ferner finden auch in diesem Falle die Gleichungen statt: 

K — i =4jr*' 5 7 

5 oj = ^Xt • 5 • 

Eine jede Funktion der vorhin definierten Art, welche überdies 
den soeben entwickelten Differentialgleichungen Genüge leistet, kann 
sich von der Thetafunktion nur um eine Grofse unterscheiden, welche 
von den Argumenten Vi und v^ und den Parametern r^^, r^g, t^^ un- 
abhängig ist. 

Ganz analog folgen die Beziehungen: 



§ 3.*) 

Betraohtnng der Tlietafimktioneii , deren Charakteristiken sich ans 

halben ganzen Zahlen zosanunensetzen lassen. Entwicklang der 

einfachsten Beziehungen zwischen denselben. 

Wir wollen jetzt den speziellen Fall in Betracht ziehen, dafs die 
vier Gröfsen </i, g^, hi, h^ die Hälften ganzer Zahlen sind. Wir 

wollen uns dann an ihrer Stelle die vier Gröfsen -^, ^, -^, -~ 



*) cf. Eoenigiberger: Grelle 64. 
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gesetzt denken, wo jetzt unter g^j g^y h^, h^ ganze Zahlen zu ver* 
stehen sind, »wir wollen ferner den Nenner 2, welcher in den ein- 
zelnen Gliedern der Charakteristik auftritt, unterdrücken, d. h. wir 
wollen jetzt, so lange kein Mifsverständnis zu befürchten ist, setzen: 



(i)^[K]««J 



TKl 



-|- OD -f-OO 

— oo 00 



(("..+?^)%..+*("..+',')(".,+^')».,+(«^+f)%») 



Dabei soll vou jetzt au, so lauge nichts auderes bemerkt wird, dies 
ueue Symbol 

mit dem Namen der Charakteristik bezeichnet werden. 

Dann ist klar, dafs vom Vorzeichen abgesehen, nur sechszehn 
von einander verschiedene Thetafunktioneu existieren können, die wir 
erhalten, wenn an Stelle der Zahlen g, h die Zahlen und 1 gesetzt 
werden. Die auf diese Weise definierten Funktionen werden auf 
mannigfache Weise bezeichnet Die soeben eingeführte Bezeichnungs- 
weise möge kurz als die Weber sehe bezeichnet werden. Wir stellen 
dieselbe mit den Bezeichnungs weisen von Rosenhain, Göpel, 
Hermite*) und Weierstrass**) zusammen: 



Kosenhain. 


Göpel. 


Hermite. 


Weieretrass. 

*5 


Weber. 


933 


pfff 


■"oooo 


Loo_ 


9>is 


T 


'^1000 


»Ol 


Loo. 


9^32 


ir 


"^OIOO 


»A 


Loo. 

n 11 



925 



rV" 



*i 



100 



J& 



9 



00 



9> 



Ol 



ili 



23 



"^0011 



'^0111 



-Ö- 







id^ 



iH 



* [i i] 



*) ComptcH renduB des »Dances de TAcademie des sciencea 1855. 
**) Grelle 64. 
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LioBenhain. 


Göpel. 


Hermite. 


Weierstrass. 


Weber. 


9^10 


iQ 


^1011 


i*j 


**Li iJ 


^11 


s 


^1111 


-^u 


~ [l 1. 


903 


■p" 


■^0001 


&n 


^ro Ol 

ü 0. 


902 


R' 


^0101 


*os 


Li 0. 


9l3 


iQ" 


0- 


i^m 


Li oj 


9^12 


iS" 


-^noi 


i»iz 




930 


F 


'^ooio 


*J4 


Lo 1. 


^31 


il{ 


'''"oiio 


i». 


'*Lo ij 


9^20 


Q 


'^1010 


», 


Lo 1. 


921 


iS' 




'>.4 


/'»fi 11 



•Im folgenden soll von den beiden Bezeichnungsweisen 
von Weierstrass und Weber Gebrauch gemacht werden, je 
nachdem im speziellen Falle sich die eine oder die andere 
empfiehlt. 

Wie aus der allgemeinen Formel, welche die 16 Thetafunktionen 
definiert, unmittelbar hervorgeht, können die ursprünglichen Reihen 
durch Fouriersche ersetzt werden. Dieselben mögen hier Platz 
finden, da ihre Kenntnis sich in vielen Fällen als notwendig zeigt. 
Wir setzen dazu: 



ÜB 

^•^(t;, r)= 1 + 2^ngf«'.cos2w:;r, 



(2) 



OD 



^•^(v, r) = l +2 >«(— l)'*.g*'-cos2ww, 

1 



« 
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2 



00 / 8*»-n 

^2(1;, t) = 2 ^g •cos(2»— 1)ä, 

(2) ' 

^^(t;, r) = ~22(-l)"-2 ' •sin(2n-l)Ä. 

1 

Dann ergeben sich folgende Ausdrücke, wenn gesetzt wird: 

(3) 2)==e***", g = e''**", r=c'''*«: 

(4) ^5 W + 1 - ^3 K , ^11) - ^3 («^2 , ^22) 

00 00 

1 1 

^5 ^ j^*»"»-cos23r(wi«t;i + Wj-Vg) 

-j- g— 2«i»,. cos 23r (n^-Vi — >«2-V2) » 

(5) ^oiW~^2(t'i; 1^11) 



00 00 / , IV 



1" 

g^^ = 2<*«i+*)'^-cosÄ((2ni + l)t;, + 2n2-V2) 

-(- g-(««i+l)«.. C08« ((2ni + 1) ü, — 2»!, • v,) , 

(6) «-44 -*«(<'«, ^m) 

OD OD / , _1^\* 

1 

^^ iB= g«i(»<H+J) . COS « (2n, • »1 + (2 n, + 1)«,) 

_j_ j-iH(»iH+l) . ßog „ ^2*»! • «j — (2*4 + 1)»,) ^ 

(7) MfJ 







^23 



= 2''"'^^''^"*^^-co8Ä((2wi+lK+(2n2+l^ 

+q ^ ^'^ *^co8«((2n^ + l)t;l-(2n2+lH), 
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(8) «'oW + 1 - ■»•o(«i. ^ii) - ■»•oC"». *»2) 

1 1 

_|_ g— 2n,n, . COS 2ä(«i • Vj W^ • ^2)' 

(9) ^OiW-^lK, ^28) 

= 2 5?* 5?^ (n— l)»»+''-i)"»'-r^'^ ' -^04, 

y^ = g«i<8»^+i).sm3r(2tvt;i + (2w2+l)v2) 
_ g-«i(2«,+i). sin3r(2ni-t;i — (2wa+ 1)^2), 



1 



(10) ^,H-^i(i;„ rj 



2- 2' (— l)?'+"'-p'"'^ *' • »•"'* -i/i, 



2^ 

g^ = g(»«.+i)«. . sin « ((2ni + l)«i + 2«, • Wg) 
_|_ 2-(8".+i)". . sin 3t ((2n, + l)«j — 2»,- rg), 

(11) »,M 



OD 00 

22'^!^ 





9x4. = 3* ^"""^^ ^'"""^ * ^ • cos« (2»H + 1) »1 + (2«g + 1) »,) 
_ -' (-+t)("*+ y). ^^3 „ ((2n, + 1) r, - (2«g + 1) P,) , 

(12) ^„ H + 1 - *o ("i. *n) — *s (»». *m) 

OD 00 

1 1 

g^^ .= g8«i'H . COS 2ä (Wi • t?i + ^2 • V«) 
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(13) »^iv]l-M^„ t,,) 



= 2 % %(- 1)"' -P"- r^'^^'' -9^, 



ffoa = 2.»' (»"»+*' • cos« (2n, • Vj + (2n^ + l)»g) 
4- q- ».(»-,+ 1) cos « (2»»j • Vj — (2«j + 1) »,), 



(14) »^{v} - », (v„ r„) 



= 2 2'^(-l)'"i' '■"'' 



'•"' -So», 

</o« = ä'*"'+'>"* • sin « ((2«i + 1) «, + 2«, . »,) 
+ g-(«".+i)«,. sin3t((2», + l)v, — 2Mg-t;,), 



(15) *.,M 



00 00 







9u 



= 2^ *^^ *^8m3r((2tti + l)i;, + (2n, + l)»,) 
+ 3 ^ *'^ '''•8in3t((2»i + l)t;i — (2«, + !)«^), 



(16) ^„H + 1 - ^sC«!. «^n) - ^o(«^, i^m) 



OO CO 



= 2 2' 2^' (—0"' P"^- r^'-dai, 



i/ä4 = 3* *' "* • COS 2 « («1 • «1 + «j-Vg) 
-j- g— «"i."«. cos 2« (n, • V, — «g • Vg), 



(17) ^,H-*,(t;s, r,g) 



00 OO 



= 2 ^".^(-l)».-jJ»-*-r^"''^ *'.(/»: 



1 



9s = 3»i(»»«+i) . sin 7c(2n,v^ + (2n, + l)t;,) 
-_g-n.(2m+i).giii^(2ni.t;i — (2», + l)t;,), 
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(18) »M - »,(V„ T„) 



OD OO 



= 2^- ^-^-l)"-? •'-"•'•«'*' 



1 



g^ «= g<*»i+i'»« • cos « (2n, + 1) »i + 2n, • Vg) 
_|_ 3-(««.+i)-,.co83r((2n, + l)t;, — 2 «,-»,), 



(19) »,M 

U 



Die fundamentalen Eigenschaften der eingeführten 16 Theta- 
funktionen sind in den Formeln des vorigen Paragraphen enthalten. 
Von besonderer Bedeutung ist die Formel, die sich bei der Substi- 
tution halber Perioden ergiebt und die wieder aufgenommen werden 
möge: 

(20) L» + /* J 

= f (2f, + ^/ -r,. + ^- • T,, + /^ + V) 



o 



+ ^; (2v, + f-tr,. + ^ . T«, + A, + A,') . 



Sehen wir von dem allgemeinen Exponentialfaktor ab, welcher allen 
Thetafunktionen gemeinsam ist, so ergiebt sich hieraus unter An- 
wendung der Weierstrassischen Bezeichnungsweise die Tabelle: 
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Endlich mögen noch folgende Relationen aufgestellt werden. 
Setzt man: 

a = ^ß (2v,, 2t?„ 4rn, ^ti^, At^)j 

fc = a'oi(2t;i, 2v^, 4rii, ^'^n, ^Tg,), 

c — ^4 (2f7i, 2172, 4r,i, 4r,2, 4r,2), 

d = '9'23(2t;,, 2t?8, 4rii, 4ri2, 4tsj2), 



so wird: 



(21) 



-^6 K; ^2? ^m ^12> ^22) = ö + 6 + C + d, 

^34(^1, v^, Tji, Tu, Tjja) = a + 6 — c — d, 

^lii^u ^i> ^10 '«^12; 1^22) = « — * + ^ — d> 

^0 (*^n *^2> ^lu ^1» tii) = a — h — c + d. 



§4.*) 
Die Hauptsätze über Charakteristiken. 

Es mögen jetzt die Charakteristiken als selbständige Gröfsen 
betrachtet werden. Wir wollen dieselbe in der Folge öfter durch 
einen einzelnen in Klammer gesetzten Buchstaben bezeichnen. Die 
Charakteristiken zerfallen in gerade oder ungerade^ je nachdem: 

9i'h+ 92'K 
gerade oder ungerade ist. Mit der Charakteristik [o] ist dann auch 
die dazu gehörende Thetafunktion gerade oder ungerade. 

Zwei Charakteristiken ?* ^ und ; ' ?*' sollen congruent 

genannt werden ^ wenn ihre entsprechenden Elemente sich nur um 
gerade Zahlen unterscheiden d. h. wenn ist: 

ga^ga'f ha ^ ha mod2. 
unter der Summe oder DiflFerenz zweier Charakteristiken ?* ^ und 

A ' 1l/ ^^^^ diejenige Charakteristik verstanden werden , deren Ele- 
mente g'\ V durch die Gleichungen bestimmt sind: 

Qa ="5^0 + Qa , ha' «=»*« + Ä«'. « »= 1, 2 

Eine Charakteristik ist oder soll in zwei andere zerlegbar sein^ wenn 
sie der Summe derselben congruent ist. 

Haben die sämtlichen Zahlen g und h die Werte oder 1^ so 



*) cf. Wober: Mathematische Annaleu 14, Grelle 84; Erazer am ange- 
fahrten Ort 



16 § 4. Die Hauptsätze über Charakteristiken. 

nennen wir die Charakteristik eine Normalcharakteristik. Von 
den sechszehn Normalcharakteristiken sind sechs ungerade und zehn 
gerade. Die ersteren lauten: 

[IS] [!?] [?I] [S] [ii] [IJ] 

und sollen in beliebiger Reihenfolge genommen mit: 

[ßa], a=l, 2,... 6, 
bezeichnet werden. 

Die Summe zweier gleicher Charakteristiken ist congruent der 

Charakteristik q q L Letztere soll durch [0] bezeichnet werden. 

Dann gelten die Sätze: 

I. Die Summe aller ungeraden Charakteristiken [ßa] ist congruent 
der Charakteristik [0], 

IL Jede der Null nicht kongruente Charakteristik liifst immer 
auf eine und nur eine Weise eine Zerlegung in zwei oder vier un- 
gerade Normalcharakteristiken zu. 

Jedenfalls ist klar^ dafs die Summe zweier ungerader Charak- 
teristiken niemals kongruent [0] sein kann. Bilden wir ferner die 
15 Summen von je zwei ungeraden Normalcharakteristiken^ so müssen 
diese alle von einander verschieden sein, da sonst die Summe von 
vier oder zwei ungeraden Normalcharakteristiken der Null congruent 
sein müfste. 

IIL Jede der Null nicht kongruente Charakteristik liifst sich 
immer auf drei Weisen in zwei gerade Normalcharakteristiken zer- 
legen. 

IV. Jede der Null nicht kongruente Charakteristik läfst sich 
immer auf vier Arten in eine gerade und eine ungerade Normal- 
charakteristik zerlegen. . 

V. Die Summe dreier von einander verschiedenen Charakteristiken, 
die ungerade sind, ist stets eine gerade Charakteristik. 

In der That, im entgegengesetzten Falle müfste die Summe von 
vier oder zwei ungeraden Charakteristiken der Null congruent sein 
w. n. g. 

VI. Eine jede gerade Charakteristik läfst sich auf zwei und nur 
zwei Weisen in drei ungerade Normalcharakteristiken zerlegen. 

In der That von den zwanzig möglichen Summen [jSJ + \ß^] + [ß^] 
sind nur dann zwei einander congruent, wenn in beiden zusammen- 
genommen alle sechs ungeraden Charakteristiken vorkommen. 



S 6. EinfSbruDg der Thetafanktioneii n**' Ordnung u. 8. w. 17 



§ 5.*) 

Einfiilirang der Thetafanktionen n^ Ordnimg. Entwicklung des 

Transformationsprmzipes. 

Wir definieren als Thetafunktion n*®' Ordnung der beiden Ver- 
änderlichen Vj^ und v^ und der Moduln r^^, r^^^ t^^ eine Funktion 
0(t;j, Vg), welche als Funktion von v^ und v^ aufgefafst, für alle 
Werte von v^ und v^ den Charakter einer ganzen Funktion hat und 
überdies den Bedingungsgleichungen Genüge leistet: 

e(t?i + 1, M = {-iy^'6(v,, V,), 

6(«^i + ^if; Vg+tij) = (— iyi.c-^'«(2t»'+^">-e(vi, Vj), 

e(vi + ^12, t^2+^22) = (-1)*' • c-'''''<^'^+*«) • e(t;i, t;,). 

Den Zahlenkomplex K^ ^ nennen wir analog wie früher die 

Charakteristik der Thetafunktion w*®^ Ordnung. Es können dann alle 
früher entwickelten Sätze auf ihn angewandt werden. 

Für diese Thetafunktionen w**' Ordnung besteht nun der 

Lehrsatz. 

Zwischen je n^ + 1 Thetafunktionen n**' Ordnung be- 
steht mindestens eine lineare Beziehung. Es giebt also 
höchstens n^ solcher Funktionen^ zwischen denen keine 
lineare Relation existiert. Dabei ist die Charakteristik 
bei allen diesen Funktionen als die nämliche angenommen 
worden. 

Der Beweis folgt leicht. In der That, nehmen wir der Einfach- 
heit halber an, dafs die Charakteristik Null sei, so mufs 6 (v^^, Vg) 
jedenfalls die Form haben: 

-j-oo -|-qo 

(2) 9(t;i, Va) = ^«» ^ c„,^-e»^'<»i-«'i +"»•''») • 

^00 — flo 

oder indem wir setzen: 



*) Cf. Weber: Mathematisclie Annalen 14; Her mite am angegebenen Orte. 

Krause, Thetafunktionen. 2 
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(3) e(t;„r,)= >. >».C^^.c 




00 — 00 



Die dritte BedingungsgleicUung liefert die Beziehung: 




■OD OD 

-f- » -f-00 fl i f 



«= >»i >«*Cn,,^.e 



-| («i-fi«)* *n4-«(«i4-«) »h'*ia+»»'-*M)+« ti («1+ «)»!+ *»4- «'s) 



CD OD 



Setzen wir auf der rechten Seite an Stelle von n^: n^ — n und ver- 
gleichen die beiden Seiten mit einander, ao ergiebt sich: 

Genau so wird: 

^«1% ^™ ^»1«« — »**» • 
Hieraus folgt, dafs nur die Eonstanten C^q, . . , Cn^in—i, deren Zahl 
n^ ist, willkürlich bleiben können. 

Die Zahl der willkürlichen Eonstanten wird noch verringert^ 
wenn wir eine Annahme darüber machen, ob die vorgelegte Theta- 
funktion eine gerade oder eine ungerade Funktion ihrer Argumente ist 

In der That, bleiben wir bei dem vorhin betrachteten Beispiele 
stehen und nehmen die Annahme hinzu, dafs: 

ist, so würde folgen, dafs 

isi Nehmen wir n als ungerade Zahl an, so lassen sich die Kon- 
stanten ordnen: 

^0 9 ^11 >•••> ^in — 1 



^« — 10; Cn — 11, Cn — lH—l 

Vermöge der Bedingungsgleichungen ist aber: 



-^0 -^0, ^l -- «-1 



Cn — 10= (^10} W— 1 1 = Cin— 1, 
Con — l = Coi, Con-2 == Coi ' ' * 
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Hieraus folgt aber, dafs nur -^- Konstanten willkürlich bleiben 

können. In ähnlicher Weise sind alle andern Fälle zu untersuchen. 
Wir finden den 



n* 



n» 



IiehrsatB. 
Für ein gerades w existieren höchstens ~ gerade und 

ungerade linear unabhängige Thetafunktionen vC^ Ord- 
nung, mit Ausnahme der Charakteristik Null, für welche 
die Anzahl der linear unabhängigen geraden Thetafunk* 

tionen höchstens -^ + 2, die der ungeraden -^ 2 beträgt. 

iL m 

Bei ungeradem n und gerader Charakteristik giebt es höch- 
stens — (yi?-^ 1) gerade, y(*** — ^ ungerade, bei ungeradem 

n und ungerader Charakteristik r" (*** + 1) ungerade und 

— (n^ — 1) gerade linear unabhängige Thetafunktionen. 



§ 6.*) 

Die linearen Relationen zwischen den Quadraten der sechzehn 

ursprünglichen Thetafanktionen. 

Bilden wir das Quadrat einer beliebigen Thetafunktion erster 
Ordnung, so ist dieses eine Thetafunktion zweiter Ordnung mit der 
Chrakteristik Null. Hieraus folgt der 

Lehrsatz. 

Zwischen den Quadraten von fünf der ursprünglichen 
sechzehn Thetafunktionen mufs immer eine lineare Rela- 
tion bestehen. 

Es ist nicht schwer, diese Relationen zu entwickeln. Seien [/3J, 
[/Sgl; [/Ssl drei beliebige ungerade Normalcharakteristiken, so ist die 
Charakteristik: 

sicher eine gerade. Bedeutet ferner [cdJ eine beliebige von den soeben 



*) Cf. Weber und Krazer an den angeführten Orten. 
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definierten Charakteristiken verschiedene Charakteristik, so mufs sicher- 
lich eine Gleichung yon der Form bestehen: 

s 
(1) c.» [(d] ivf c= ^ c. . * [ß,] H*. 



Setzen wir in dieser Gleichung v^ = Vg ~» 0, so wird: 
Wir wollen nan annehmen, dafs: 

sei^ wir woUen femer setzen: 

(3) ' ^g'h=gi'k^+gi'h^. 

Benutzen wir dann die Substitution halber Perioden, so zwar, 
dafs eine Thetafunktion mit der Charakteristik [Je] übergeht in die 
Thetafiinktion [k] + [ß^] + [ß.], « = 1, 2, 3, so folgt die Richtigkeit 
der Formel: 

(4) » [/JJ iOf ■ H'o] W 
s 



Wir spezialisieren jetzt, indem wir annehmen, dafs [o] eine un- 
gerade von den Charakteristiken [/JJ, [ß^], [ft] verschiedene Charak- 
teristik sei. Dann wird Cq = und es ergiebt sich mit Hülfe weniger 
Schlüsse der 

Lehrsatz. 

Zwischen den Quadraten von je vier beliebigen un- 
geraden Thetafunktionen besteht immer eine lineare Re- 
lation. 

Da die Zahl der ungeraden Thetafunktionen gleich sechs ist, so 
ergeben sich fünfzehn lineare Relationen zwischen den Quadraten von 
vier ungeraden Thetafunktionen. 

Es ist diese Eigenschaft von Rosenhain gefunden worden. Wir 
wollen sagen, die sechs ungeraden Thetafunktionen bilden ein 
Rosenhainsches Sechsersystem, wir wollen femer unter einem 
Rosenhainschen Sechsersystem im allgemeinen Sinne ein System 
von sechs Thetafunktionen verstehen, so zwar, dafs zwischen den 
Quadraten von je vier derselben immer eine lineare Relation besteht. 
Dann existiert sicherlich ein solches System, wir werden femer durch 
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Sabstitution halber Perioden neue finden können. Ist ein Sechser- 
system gegeben^ so wird ein jedes System von sechs Thetafanktionen^ 
welches aus diesem durch Substitution halber Perioden hervorgegangen 
ist^ wieder ein Rosenhainsches Sechsersystem sein, oder anders 
ausgedrückt, wenn [Je] eine beliebige Charakteristik bedeutet, so 
werden die sechs Thetafunktionen mit den Charakteristiken 

M + r/3.], « = i,2,...6, 

ein Rosenhainsches Sechsersystem bilden. 
Setzt man 

so erhalten wir das System 

[ßl + ft + ft]. 

Hierbei ist, wie auch schon bei einer früheren Gelegenheit gesetzt 
worden: 

[ßi + /S« + ft] ■= [ßi] + [/J*] + [ßs] etc. 

Da man das Paar [ß^], [ß^] auf fünfzehn Arten auswählen kann, 
so ergeben sich im ganzen 16 Rosenhainsche Sechsersysteme, also 
240 lineare Relationen zwischen den Quadraten von je vier Theta- 
funktionen. Alle diese 240 sind in der obigen Grundformel ent- 
halten, da sie aus ihr durch Substitution halber Perioden hervorgehen. 

Unter Anwendung der Weierstrassischen Bezeichnungsweise 
mögen diejenigen Beziehungen hervorgehoben werden, die zwischen 
den Quadraten der ungeraden Thetafunktionen bestehen. Dieselben 
lauten: 



(5) 




22 § 7. Die AuflÖBUDg der linearen Relationen. Erste Methode. 

(5) »,Mi W + V.*» W - V -»oÄ^f - V .*mW* = 0, 

Die übrigen Formeln können aus den soeben hingeschriebenen durch 
Substitution halber Perioden entwickelt werden. 

§7.*) 

Die Auflösung der linearen Relationen. Erste Methode. Einführung 

der ungeraden Vierersysteme. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Formel: 

(1) »[ßoHOf . » [a] (vf 

3 


kann auch so interpretiert werden, dafs die Quadrate aller sechzehn 
Thetafunktionen sich linear durch die Quadrate von vier unter ihnen 
ausdrücken lassen müssen und zwar der Funktionen 

[ft], £ = 0,1,2,3. 

Zwischen den Quadraten der vier letzteren kann aber, wie man 
sich leicht überzeugt, eine lineare Relation nicht existieren. Hieraus 
folgt, dafs die obigen 12 Gleichungen die 240 im vorigen Paragraphen 
gefundenen Relationen ersetzen müssen, dafs sie als Auflösung der- 
selben angesehen werden können. Wir wollen nun ein jedes System 
von vier Thetafunktionen, welches die Eigenthümlichkeit besitzt, dafs 
sich durch ihre Quadrate die Quadrate aller andern linear ausdrücken 
lassen, ein Yierersjstem oder ein Quadrupel von Thetafunktionen 
nennen. Da die Gröfsen [ßg\ auf zwanzig verschiedene Arten aus- 
gewählt werden können, so ünden wir zunächst, dafs es zwanzig 
Vierersysteme giebt, deren jedes aus einer geraden und drei un- 
geraden Thetafunktionen besteht. 

Ist nun [/JJ, f/JJ, [ß^], [ft] ein Vierersystem der angegebenen 
Art, so werden auch alle diejenigen Thetafunktionen ein Yierersystem 



*) Cf Erazcr am angeführten Orte. 
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bilden, die aus den obigen durch Substitution halber Perioden ent- 
standen sind^ d. h. 

Dabei bedeutet [k] eine ganz beliebige Charakteristik. Setzen wir 
der Eeihe nach für h: ß^-^- ß^, ßb "i" ße> /'4 + A? ^^ erhalten wir die 
neuen Vierersysteme: 

[ßi + ß4 + ß,], [ßi + ßi + ß^i, [ß,-\-ßi + ß,], m, 

[ßi + ßt + ßei, [ß» + ß, + ße\> [ft + ft + ft], m, 

[ßi+ß* + ßel [ß, + ßA + ße], [ß. + ß, + ße\y [ß,]- 

Diese bestehen aus drei geraden und einer ungeraden Thetafunktion. 
Hieraus folgt der 

Lehrsatz. 

Es giebt achtzig Vierersysteme; von denen zwanzig aus 
je drei ungeraden und einer geraden, sechzig aus drei ge- 
raden und einer ungeraden Thetafunktion bestehen. Es 
lassen sich also auch die Qu*adrate aller Thetafunktionen 
auf achtzig verschiedene Arten linear durch die Quadrate 
von vier derselben ausdrücken, die linear von einander 
unabhängig sind. 

Diese achtzig Yierersysteme können auch noch auf eine andere 
Art definiert werden. 

In der That, setzen wir: 






so überzeugt man sich leicht, dafs die Relationen bestehen: 

y/»' + fl-/« + </i'*' + ^,''' mod 2, 

</."*' + 9t^'^ + i?2'*' + f?«"' = mod 2, 

(2) Ä,W + Äi<i) + *!<« + ÄjW = mod 2, 

\m + V + V*' + V*' == mod 2, 
s(0) + s(i) + s<»' + s") = 1 mod 2, 

sW=5iW.A^(.)-(.^,(.)./j^(o «-=0,1,2,3. 

Ferner ist klar, dafs auch alle übrigen Yierersysteme denselben Be- 
dingungsgleichungen Genüge leisten. 

Aber es folgt auch das umgekehrte. Alle Systeme von vier Theta- 
funktionen, welche den obigen Gleichungen GAiüge leisten, bilden 
ein Yierersystem. Es wäre das nachgewiesen, wenn gezeigt werden 
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könnte^ dafs die Zahl der Systeme; die den obigen Gleichungen Genüge 
leisten ; gleich achtzig ist. 

Das folgt leicht. Jedenfalls werden die Systeme aus zwei Kate- 
gorien bestehen ; von denen die eine drei ungerade eine gerade , die 
andere drei gerade eine ungerade Thetafunktion enthält. Um die 
erste Kategorie zu erhalten, können drei ungerade Thetafunktionen 
beliebig ausgewählt werden , die vier ersten Gleichungen ergeben 
dann von selbst die dazu gehörende gerade Funktion. Zu dieser 
Kategorie gehören also zwanzig Systeme. 

Greifen wir dagegen drei gerade Funktionen willkürlich heraus, 
was auf 120fache Weise möglich ist, und bestimmen aus den vier 
ersten Gleichungen die dazu gehörende vierte, so kann dieselbe gerade 
oder ungerade sein und zwar wird ein jeder Fall gleich oft eintreten 
können. Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung. Da nun für 
unsere Vierersysteme s^^^ + ^^^ + ^^^ + ^^^ ©ine ungerade Zahl ist, 
wollen wir die Systeme selbst ungerade Vierersysteme oder un- 
gerade Quadrupel nennen. 

Die Form aller der gefund^en Vierersysteme . kann leicht in 
übersichtlicher Weise in folgender Art dargestellt werden: 

Bezeichnen wir durch [/Jj], . . . [/SJ die sechs ungeraden Theta- 
funktionen in beliebiger Reihenfolge, verstehen unter [ri] eine ganz 
willkürliche Funktion, so bilden die vier Funktionen 

M, [ij + A + ft], h + A + ÄJ, [«? + A + ft] 

ein ungerades Vierersystem. Jedenfalls leisten sie den vier ersten 
Bedingungsgleichungen Genüge, der letzten aber auch, da sie ent- 
weder aus drei geraden und einer ungeraden, oder drei ungeraden 
und einer geraden Funktion bestehen. Ebenso einfach folgt umge- 
kehrt, dafs ein jedes ungerade Vierersystem sich in die obige Form 
bringen lassen mufs, so dafs dieselbe alle jene Systeme erschöpft. 
An Stelle der obigen können wir auch die Form wählen: 

bi + ßil h + Al, [n + ß»\> h + A + ft + A]. 

Ist ein beliebiges solches System vorgelegt, so erhalten wir 
durch Substitution halber Perioden dasselbe dreimal in veränderter 
Reihenfolge und zwar in den Reihenfolgen: 

[1 + A]. in + ßA. ['J + A + A + AL [»J + AL 
[v + ßsh [i? + A + A + A], [ij + AL h + AL 
h + A + A + AL [ij + A]. h + A], h + AJ- 

Ferner folgt leicht, dafs die 16 Thetafunktionen 20 mal in je 
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vier ungerade Vierersysteme zerfallt werden können. Bei einer jeden 
Zerfallnng sind die vier Vierersysteme aus einander durch Substi- 
tution halber Perioden hervorgegangen. Das eine unter ihnen besteht 
aus einer geraden und drei ungeraden, die drei anderen aus einer 
ungeraden und drei geraden Funktionen. Wir wollen diese Anord- 
nungen unter Annahme der Weierstrassischen Bezeichnungsweise 
wirklich vornehmen. Hierbei beschränken wir uns darauf, die Indices 
der Thetafunktionen hinzuschreiben: 



1,02, 


04, 


03; 


1, 


02, 


3, 


4; 


1, 


02, 


24, 


23: 


l 1, 


02, 


13, 14; 


5, 34, 


23, 


24; 


, 5, 


34, 


13, 


14; 


5, 


34, 


03, 


04; 


1 5, 


34, 


3, 4; 


0, 12, 


14, 


13: 


. 0, 


12, 


24, 


23; 


, 0, 


12, 


3, 


4: 


1 0, 


12, 


03, 04; 


2,01, 


3, 


4; 


■ 2, 


Ol, 


04, 


03; 


2, 


Ol, 


14, 


13: 


, 2, 


Ol, 


23, 24; 


3, 24, 


04, 


14; 


i 1, 


3, 


24, 


0; 


, 24, 


02, 


13, 


2; 


; 04, 


02, 


13, 0; 


5,01, 


12, 


02 1 


; Ol, 


03, 


13, 


5; 


; 4, 


0, 


04, 


5; 


; 4, 


2, 


24, 5; 


0, 1, 


34, 


2; 


; 34, 


14, 


04, 


2; 


14, 


Ol, 


23, 


1; 


14, 


12, 


03, 1; 


4,23, 


03, 


13; 


23, 


12, 


02, 


4; 


34, 


03, 


12, 


3: 


1 34, 


23, 


Ol, 3; 


3, 04, 


02, 


Ol; 


3, 


04, 


13, 


23; 


1, 


04, 


3, 


2; 


1, 


04, 


13, 12; 


5, 12, 


14, 


24. 


i 5, 


12, 


1, 


2; 


• 5, 


23, 


13, 


12; 


; 5, 


23, 


3, 2; 


0, 34, 


23, 


13' 


; 0, 


34, 


Ol, 


02; 


, 0, 


14, 


24, 


34 


; 0, 


14, 


03, 02; 


1, 2, 


4, 


03: 


; 4, 


03, 


14, 


24; 


4, 


Ol, 


02, 


03; 


4, 


Ol, 


34, 24; 


1,04, 


24, 


34; 


, 24, 


04, 


13, 


4; 


1, 


24, 


13, 


Ol; 


, 3, 


02, 


13, 34; 


5, 23, 


03, 


02: 


1 2, 


0, 


02, 


5; 


5, 


03, 


3, 


0; 


5, 


14, 


1, 4; 


0, 14, 


3, 


2- 


; 12, 


Ol, 


34, 


1; 


, 2, 


14. 


23, 


02; 


, 0, 


23, 


Ol, 04; 


4, Ol, 


12, 


13; 


; 23, 


03, 


14, 


3; 


; 4, 


12, 


34, 


04; 


1 2, 


03, 


12, 24; 


02, 24, 


04, 


5; 


; 3, 


1, 


13, 


5; 


. 3, 


24, 


13, 


03; 


3, 


24, 


02, 12; 


2, 13, 


4, 


Oj 


03, 


Ol, 


24, 


0; 


, 5, 


Ol, 


1, 


0; 


5, 


Ol, 


14, 04} 


34,03, 


23, 


1; 


23, 


12, 


04, 


2; 


2, 


34, 


12, 


02; 


0, 


1, 


23, 4; 


14, Ol, 


12, 


3 


i 34, 


14, 


02, 


4; 


1 4, 


23, 


14, 


04; 


, 2, 


34, 


03, 13. 
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§ 8.*) 

Die Anflösung dar 240 linearen Relationen. Zweite Methode. 
Einfiilirang der geraden Vierersysteme. 

Neben den ungeraden Vierersystemen sind wir im vorigen Para- 
graphen zu einem Systeme von vier Thetafunktionen gekommen, 
deren Charakteristiken den Gleichungen Genüge leisten: 

3 3 8 3 3 

(l)2<,.W-^^^(o^2Ä^(.) = ^A^(.):^2s(0 = 0mod2. 

u 

Aus der Kongruenz: 



u 5(6) ^ mod 2 


folgt^ dafs ein solches System entweder aus vier geraden oder zwei 
geraden und zwei ungeraden Thetafunktionen bestehen kann. Nehmen 
wir zwei ungerade und eine gerade Funktion willkürlich als gegeben 
an^ so ergeben sich im ganzen 150 Systeme, die den vier ersten 
Kongruenzen Genüge leisten. Von diesen sind 60 ungerade Vierer- 
systeme, es bleiben also noch 90 Systeme der betrachteten Art. Da 
dieselben zu je zwei einander gleich sind, so folgt, dafs 45 von einander 
verschiedene Systeme der angegebenen Art existieren, die aus zwei 
ungeraden und aus zwei geraden Funktionen bestehen. Genau so 
würde folgen^ dafs 15 von einander verschiedene Systeme existieren^ 
die aus vier geraden Funktionen bestehen. Die Gesamtzahl der mög- 
lichen Systeme ist demnach gleich 60. 

Auch diese Systeme können in einer übersichtlichen Form dar- 
gestellt werden. 

Ein jedes System: 

M, h + A + AL in + ß, + ß*\, [»J + ft + A] 

ist ein System der betrachteten Art, und umgekehrt läfst sich ein 
jedes solches System in diese Form bringen. An Stelle derselben 
können noch mehrere andere gesetzt werden, so z. B. 

h + /Si + /J»], \ri + ?, + ß,], {.n + ßi + ß*^, [»j + ft+.A]- 

Ist ein beliebiges System der genannten Art vorgelegt, so erhält 
man durch Substitution halber Perioden noch dreimal dasselbe, nur 
anders angeordnet. Ferner folgt: Die 16 Thetafunktionen lassen sich 



^) Cf. Krazer am angeführten Orte. 
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15inal in je vier Systeme der betrachteten Art zerfallen. Bei einer 
jeden Zerfallong sind die vier Systeme aus einander durch Substitution 
halber Perioden entstanden. Das eine unter ihnen besteht aus vier 
geraden; die anderen aus zwei geraden und zwei ungeraden Theta- 
funktionen. 



7t i 



m 


Setzen wir j — e * , 


so lauten die Anordnungen: 






5, 


Ol, • 4, 


23; 


; 5, 


34, 


12, 





m 

■ 
■ 


34, 


2, 3, 


24; 


Ol, 


, 2, 


- »• . 02, 


i. 1 




12, 


02, 03, 


13; 


4, 


-i. 3, 


03, 


».04 


1 

■ 
■ 


0, 


1, 04, 


14; 


23, 


i.24. 


-». 13, 


- 14 




5, 


Ol, 34, 


2; 


5, 


12, 


4, 


03 


1 

■ 


4, 


23, i. 3, 


i.24; 


34, 


0, 


3, 


04 


1 


12, 


02, 0, 


1; 


Ol, 


i . 02, 


23, 


t.13 


■ 


03, 


13, - 1 . 04, 


». 14 


i 2, 


-i. 1, 


24, 


^».14 




5, 


23,' 0, 


14; 


; 5, 


2, 


03, 


i.14 


• 


4, 


Ol, —».04, 


i. 1 


; 34, 


Ol; 


04, 


-».13 


1 


12, 


13, 34, 


24 


; 12, 


1, 


4, 


-t.24 




03, 


02, — »• . 3, 


». 2; 


i 0, 


02, 


3, 


».23 




34, 


J' 4, 0, 


j.03 


; 12, 


J-01, 


03, 


i.23 




2, 


j.23, -t . 1, 


i.j.13] 


, i-2. 


0, 


i.24. 


04 




5, 


j- 3, 12, 


j.04:, 


,• 4, 


ii3, 


5, 


i.02 




Ol, 


i.24, -i . 02, 


—i.jA4; 


i.j.U, 


i. 3, 


»i- 1, 


».34 




34, 


j- 4, 2, 


i.23; 


, 12, 


JOI, 


0, 


J-2 




i.03, 


0, j.l3, 


1; 


1 i-23. 


03, 


-t.j.24, - 


-i . 04 




Ol, 


j.24, 5, 


>3; 


34, 


i- 1, 


5, 


j.02 




i.j.U, 


i . 02, ».j.04. 


».12; 


i.i4, 


3, 


t.j.l3. 


i. 4 




0, 


t.j. 4, 14, 


—i.j.Ol: 


1 12, 


i.23. 


34, 


i.i4 




34, 


-i.jm, 24, 


i.j.02; 


, 03, 


J-01, ■ 


-t. 3, 


• < 

t-J. 1 






-i.jM, 23, 


»j- 1; 


5, 


j.l3. 


0, 


- j.24 




12, 


—Lj. 3, - 13, 


-i.j. 2: 


, 4, 


i.02, 


-». 04, 


i.j. 2 
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0, 


i.03, 


- i . 23, 


i-2; 


2, 


i. 4, 


i. 14, 


- j.l2 


34, 


i. 4, 


— t . 13, 


i. 1; 


- i-23, 


34, 


-».i.02. 


04 


5, 


J- 3, 


i . 14, 


i.02; 


- 03,- 


-i.j. 1, 


5, 


j.24 


12, 


m, 


»• . 24, 


- i-Ol; 


— i.j. 0, 


13, 


—i.j. 3, 


-». Ol 






03, 


j.oi. 


i. 14, 


i.34; 










i.23, 


- 12, 


— i.j. 3, 


1; 


1 








2, 


W.j.04, 


5, 


- j.l3 


> 

> 








i.j. 0, 


-24, 


-tj.02. 


— i. 4, 


• 





Es sind hierbei *die Thetafunktionen mit Faktoren multipliziert, deren 
Bedeutung erst später klar werden wird. 

Aus den soeben entwickelten Sätzen folgt, dafs zwischen den 
Quadraten von je vier Thetafunktionen der betrachteten Art eine 
lineare Relation nicht bestehen kann. Hieraus schliefsen wir, dafs 
sich das Quadrat einer jeden Thetafunktion linear durch die Quadrate 
von je vier betrachteten Thetafunktionen ausdrücken läfst oder also, 
dafs die zuletzt eingeführten Systeme auch mit dem Namen von 
Vierersystemen bezeichnet werden können. Da für dieselben Zs^*) 
eine gerade Zahl ist, so mögen sie mit dem Namen der geraden 
Vierersysteme oder geraden Quadrupel bezeichet werden. Somit finden 
wir den 

LehrsatE. 

Es giebt 60 gerade Vierersysteme, von denen 15 aus 
vier geraden, 45 aus zwei geraden und zwei ungeraden 
Thetafunktionen bestehen. 

Wählen wir das Quadrupel (0, 12, 34, 5), so gestalten sich die 
Ausdrücke folgendermafsen: 



^OsW* • (V - «•«*) = *M* • »2' ■ »0 W - » 



2 



23 



K'-»»W 



+ »,,' . »01^ . »,iW - fr,4* • V • *5 ivf, 



(2) »,sW ■ {».* - V) -=--»,'■ »^'- »0 W + «•, 






«•0. W • «V - *«!*) = *,4* . *4* • »0 W + V • -03 



»^*.»i4vf 



Die übrigen Ausdrücke sind aus den soeben entwickelten durch Sub- 
stitution halber Perioden zu erhalten. 
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Setzt man an Stelle der Anordnung: 

5, 34, 12, 

Ol, 2, — i.02, -i. 1 

4, -i. 3, 03, — i.04 

23, -i.24, -t.l3, — 14 

eine beliebige der andern vorhin entwickelten Anordnungen, so erhält 
man die Quadrate sämtlicher Thetafunktionen linear ausgedrückt durch 
die Quadrate von vier beliebigen geraden Thetafunktionen, die ein 
gerades Yierersystem bilden. Aus diesen wiederum sind alle übrigen 
Darstellungen mit Hülfe der Substitution halber Perioden zu erhalten. 

Die Relationen zwischen den Produkten von je zwei Thetafunktionen. 
Es möge jetzt das Produkt zweier Thetafunktionen gebildet werden: 

Sind die beiden Funktionen von einander verschieden, so stellt das 
Produkt eine Thetafunktion zweiter Ordnung dar, deren Charakte- 
ristik kongruent der Charakteristikensumme [^'J-hL^'s! ^^^ ^^^ daher 
jedenfalls einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Hieraus folgt, 
dafs das Produkt nur zwei willkürliche Eonstanten enthalten kann, 
oder also wir erhalten den 

Lehrsatz. 

Zwischen drei Produkten von je zwei Thetafunktionen, 
welche als Thetafunktionen zweiter Ordnung betrachtet 
dieselbe Charakteristik besitzen und zu gleicher Zeit ge- 
rade oder ungerade sind, besteht je eine lineare Relation. 

Es ist nicht schwer, derartige Produkte zu bilden. Verstehen 
wir unter [^J, • • • [/Jg] wie früher die ungeraden Charakteristiken, so 
sind die drei Produkte: 

»[ßiM • »[ßi + ß^ + ßsM\ nß,M •»[ß. + ß^-h ftlW; 

^I/JJW.^LA + A + AIH 

ungerade Funktionen von v^ und Vg; ^^^ sämtlich die Charakteristik 

[ßA + A] 



*) Cf. Weber and ^r^Lzei an den angeführten Orten. 



30 § 9- I^ie Relationen zwischen den Produkten von je zwei Tbetafunktionen. 
besitzen. Demgemäfs mufs eine Relation von der Form existieren: 

8 

(1) ^ c. . Hß. + ß* -\- ß,] W • » Iß'] W = 0. 

1 

Die Eonstanten werden durch Substitution halber Perioden be- 
stimmt. . Wendet man die drei Substitutionen an, die den Charak- 
teristiken entsprechen: 

[ßi + ßs\, [ßi + ßsi [ft + ft], 

so ergiebt sich die von Weber aufgestellte Formel: 

8 

(2) ^ (- ip"> p««' .»iß,-i.ß^ + /}j |0]) .»[ß, + ß, + ß,-\ f 0| 

.^[/J. + /5« + ftlW-^C/».] W = 0. 

Bei der angestellten Operation sind die Gröfsen [ß^] und [/3g] 
völlig willkürlich. Es repräsentiert die eine Formel also thatsächlich 
im ganzen 15 von einander verschiedene Formeln. 

Durch Substitution halber Perioden können aus einer jeden der 
soeben definierten Formeln 15 weitere Formeln entwickelt werden, 
so dafs wir im Ganzen 240 Formeln erhalten. Dieselben sind aber 
paarweise einander gleich, da eine jede gerade Charakteristik auf 
doppelte Weise als Summe dreier ungeraden dargestellt werden kann. 
Es ergiebt sich also der 

Lehrsatz. 

Es existieren 120 lineare Relationen zwischen je drei 
Produkten von je zwei Tbetafunktionen. 

Weitere Relationen derselben Art können ofiFenbar nicht existieren. 

Es mögen unter Anwendung der Weierstrassischen Bezeichnungs- 
weise analog wie früher 15 Formeln aufgestreut werden, aus denen 
die übrigen durch Substitution halber Perioden abgeleitet werden 
können. 

^4 .^5 -^1 W.^.4W + ^23-'^Ol.M4.«'0 W-'^03.'^12.'^24(W)-^2 W; 
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*<«.*0..M»))-'»0 ((4 + *84-*I4-*0.W-*4 W = ^12-*M-*« (H-*04W, 

*(fl-*34'»» W •*,.((«)) +*H-«-o.-*i W-M«])'»*« -^4 -»A^A. C«l, 

-*, .^4 -^isW-^o W + *14-^,8-*S W-*mW=^s4-«'*s-*<«H-»i W- 

§ 10.*) 

Andere Darstellimg der Thetarelationen. 

Wir haben bisher als einzige Thetafunktiouen erster Ordnung 
die 16 ursprünglichen Funktionen in Betracht gezogen. Es ist nun 
nicht schwer, sich andere zu bilden, welche eine wesentlich andere 
Form besitzen. Wir wollen dazu Thetafunktionen in Betracht ziehen, 
deren Moduln gleich 2i;,j, 2T]g, 27,2 sind und diese durch den grofsen 
Buchstaben 6 von den ursprünglichen unterscheiden. Nehmen wir 
nun an, dafs v,, v^; w,, w^ zwei Paare unabhängiger Argumente 

sind, 30 können wir uns bei beliebig vorgelegter Charakteristik ^ 
die vier Funktionen bilden: 

ep'il;"'"t'*]<'+"»-4"i" "t"]«"— ». 

«1 = 1, 

und diese sowohl als Funktionen von v^, i;^, als auch als Funktionen 
von w^, W2 ansehen. Dann folgt leicht, dafs sie in beiden Fällen 
ungeandert bleiben, wenn wir die Argumente um ganze Zahlen ver- 
mehren, es folgt femer, dafs sie von einem leicht bestimmbaren 
Exponentialfaktor abgesehen in einander übergehen, wenn die Argu- 
mente um ganze Vielfache von den Gröfsen r vermehrt werden. Mit 
wenigen Schlüssen ergiebt sich dann das Resultat, dafs die Gröfsen 
c, als positive oder negative Einheit auf vierfache Weise derart be- 
stimmt werden können, dafs die Summe 

*) Cf Caspary: Grelle 94. 
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«1 = 0,1 
«» = 0,1, 

sowohl als Funktion von Vi, v^, als auch als Funktion von Wi, w^ 
aufgefafst eine Thetafunktion erster Ordnung darstellt, sich also von 
Produkten von der Form: 



» \h] W) • * [?'] M 



nur um eine Konstante unterscheiden kann. Diese Eonstante kann 
dann mit HQlfe der partiellen Differentialgleichung, welcher die Theta- 
funktionen Genüge leisten und der Reihenentwickelungen bestimmt 
werden. Indem wir die spezielle Charakteristik Null wählen und 
setzen: 

«i = 05 c« + «'!', ßi = ej {» - w}, 

^ ^ a, = e, c» + «>}, ß> = QA^- ^h 

«4 = ömC» + «4; ß* = 6«C» — «'))> 

erhalten wir die Relationen: 

«•5 W • ■^S KWJ) = «1 • A + «8 • A + «S • A + «4 • A, 
^341»]) • ■»■mW = «1 • A + «8 • A — 0^ • A — «4 • A, 
«•l,!«)) . »12 W = «1 . /Jl — «2 . Al + «S • A — «4 • A, 
*0 C4 . «•0 W = «1 • A - «8 . A — «s . A + «4 • A- 

Aufser der soeben betrachteten Kategorie von Formeln ergiebt 
sich durch Vermehrung um halbe Perioden eine weitere. Auch diese 
soll nur unter Zugrundelegung derselben Gröfsen a und ß gebildet 
werden. Wir erhalten: 

«■olW • KM = «1 • A + «8 . A + «3 • A + «4 • ßz, 

*8 C4 • *« ({«')) = «1 . A + «2 • A — «3 • A — «4 • ßa, 
*08 W • ^osN) = «1 • A — a« • A + «s • A — «4 • A, 

^1 ((«1 • *i f»! = «1 • A — «8 • A — «s • A + «4 • A» 

*4 H • *4 W = «1 • A + «8 • A + a» • /*! + «4 • A> 
^S W • *3 W = «1 • A + «8 • A — «3 • /^l — «4 • A> 
*03 W • •^0» W) = «1 • A — «2 • A + «3 • A — «4 • A, 
*0.i((4 • Ki^4 = «1 • A - «8 • A - «3 • A + «4 • A> 



(3) 
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'^23W • ^üM = «1 • /^i + «2 • A + «8 • A + «4 • A> 
^24C4 • ^2d^} = «1 • ^4 + «2 • A — «8 • A — «4 • A> 

(3) 

^IsH • ^IsW = «1 • /'4 — «2 • A + «8 • ft — «4 • A> 
^uW • -^uf*«^]) == «1 • /54 — «2 • A — «8 • A + «4 . Zol- 
lst andrerseits: 

(4) yt = an . a?! + a«* . ajg + aa* . a^ + «4* . ic*, 

4 = 1,2,8,4, 

und wird durch diese Substitution: 

(5) y^' + y,» + ys* + y** = «(^i* + a:,* + V + V), 

so bestehen bekanntlich zwischen den Gröfsen da eine Reihe Yon 
Gleichungen, welche für den Fall a «=» 1 in die Gleichungen der 
orthogonalen Substitution übergehen. Setzt man ferner aus den Ele- 
menten Oik und den analogen Bedingungsgleichungen unterworfenen, 
neuen Elementen ba die Elemente gtt so zusammen, dafs: 

(6) gik =01,-. hlk + «21 • hik + «8.' . ^8* + «41 • &4t 

wird, so führt die Substitution: 

(7) Vk = 5^1* . x^ + 5^2* . so^ + ^8* . a^s + ^4* . ^4. 

ebenfalls die Summe der Quadrate der neuen Variablen in die Summe 
der Quadrate der ursprünglichen, multipliziert jedoch mit einem 
Faktor, über. 

Es mögen jetzt für die Grofsen a,^ und bik folgende gewählt 
werden, was jedenfalls erlaubt ist: 



«1, 


— «», 


«3> 


«4 


/»l, 


ß„ 


— ßi} 


ß. 


«i, 


«U 


— «O 


«S 


-A, 


ßu 


ß,, 


A 


«8, 


«i, 


«1. 


«i 


ft) 


-ß*, 


ßi, 


A 


«4, 


«s» 


«», 


«1 


^4, 


A, 


ßi, 


-A, 



so gestalten sich die Gleichungen für die Groüsen ^,-ib folgender- 
mafsen: 

5^11= «l-/*! — «2-/'2 — «8-/'8+a4-/'4 f 9il= «1 'A+O^« A+aS' /'4+«4- A 7 

(8) ^12 = — («l-/'2 + a2-/'l— «8-/'4— «4-/'3); 5^22= «1 •/'l--«2'/'2+«3- Aj— Öf4-/'4 ) 

9lZ— «l-A+«2-/'4+«d-/'l+«f4-ft > 5^23 = — («l-Ä--«2-^S~«3A+«4-/'l)7 

5^14= «l./'4— «2-/'3+«3-/'2 — «4A , fl^24= «l» A+«2-/'4 — «s/'l— «4/'2 ) 

Kraaae, Thetafanktiouen. 3 



(8) 
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0^81 = — («i-i's-o«Ä+«8-/'i-«4-/'2)7 5^41 = -(«i-^i+aÄ-ßj-as-A-^A-AX 

9i2= «l-/'4+«2-A+«S-A+«4-/'l , ^42 = — («1-A— «2-/'4-a3-/'l+«4-/5A 

5^84= «l^Ä— aj-A— «8-/'4+«4-/'s ; 5^44= aiiJl+«2-Ä+«3- /*3+«4- A - 

Dabei bestehen dann zwischen den Grofsen g identisch die Relationen : 

9il ' 9kl + 9ii ' 9k2 + 9iB . <7A8 + ^«4 • 5^*4 = 0, 

Ai = i, a, ».4, 
(9) 9ii* + 9it^ + 9is* + 9u* -9, ^ 

9i <* +9i? + 9i* + S"«* = «Jf, ' ^ * 

i, = («,« + «/ + «»» + «,-) (/?,* + /?/ + ft* + ^4*)- 

Hieraus folgt der von Caspary aufgestellte 

Lehrsatz. 

Bedeuten v^^ t;^; w^^ w^ zwei Paare unabhängiger Argu- 
mente^ so bilden die sechzehn Thetaprodukte in der folgen- 
den Anordnung: 

- ^2 C4.^2 M; ^12W-^12W, ^.3W-^23(W, ^ ^04W-^04(W, 

^, H.^, M, - ^uW-^14 W, ^34W.^34(W, - ^02((4.^02«t^D, 

die Eoefficienten einer linearen Substitution, welche die 
Summe der Quadrate der neuen vier Veränderlichen in die 
mit einem Faktor multiplizierte Summe der Quadrate der 
ursprünglichen vier Veränderlichen überführt. 

Setzen wir w^'^w^^^^O und dividieren jedes Element durch 
^h • ^öC^'i; ^%)i so ergiebt sich der 

Lehrsatz. 
Zwischen den neun Quotienten: 

»5.»5H ' »6»6>J ' »6-»5H 



§11. Die ThetafiiokiioDen fOr die Nallwerte der Axgumente. 



35 



bestehen die Bedingungsgleichungen der orthogonalen Sub- 
stitution. 

Es ist klar^ dafs und wie die allgemeinen analogen Sätze auf- 
gestellt werden können. 

• Die soeben entwickelten Sätze ersetzen dann sämtliche in den 
früheren Paragraphen aufgestellten Thetarelationen. 



§ 11.*) 
Die Thetafanktionen f&r die Nnllwerte der Argumente. 

Setzen wir in den Relationen , die wir für die Thetafiinktionen 
gefunden haben v^ ^^ v^ = 0, so ergeben sich Gleichungen, denen die 
Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente Genüge leisten. 
Dieselben lauten: 



(1) 









12 



»J" .«■* 



6 ; 



A« A2IA2 a.2 
V34 • *'12 l ^H • ^23 

*,»*V + V.^4* 

«•4* . »Oi' + »0* • »14* 
^34* • ^U + *0S* • ■^C " 



Ol 
2 



A ^ A^ A2 a.2 

^34 • ^4 — ^2 • ^23 



^0* • «-5* , 

^5 • ^28 > 
V • ^4* , 



^0 • ^03 > 



»* . »* + d„» . ».,« = V • V, 



»J ■ »Ol* + V • *«* = V • V , 



*) Cf. neben den früher oitierten Arbeiten die Arbeit von Staude im 
24ten Bande der Mathematischen Annalen. 

8* 
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V + *i4* = »6* - ^1»* - V + V , 

*«* - V = ■»Ol* - V - ^23* - »U*- 

Diese Formeln lehren^ dafs die zehn Funktionen ^a nicht sämt- 
lich von einander unabhängig sind, sondern sich durch vier unter 
ihnen oder durch vier andere Grofsen ausdrücken lassen müssen. 
Greifen wir vier Thetafunktionen heraus^ die ein gerades Vierersystem 
bilden, z. B. die Funktionen ^ß, 0-84, d'^^y ^^,, so ergeben sich folgende 
Resultate. 

Setzt man (2): 

a = V + »,,' + V + V, y = *6* - »»* + V - K, 
^ = »5« + «•„« - V - »o\ * = *6* - *i,* - *M* 4- V, 

SO wird: 

Den sämtlichen Gleichungen wird jedenfalls Genüge geleistet, wenn 
die Vorzeichen aller Wurzeln positiv genommen werden. Umgekehrt 
sind aber aus den Gleichungen die Wurzeln nicht eindeutig bestimmt. 
Die eindeutige Zuordnung ist möglich, sobald die Moduln r^, r]2, 
Tgs eindeutig bestimmt sind, die zu den vier Funktionen d'^^ 0*34, d'^^, 
d'Q gehören. 

Eine andere Darstellungsform ist die Rosenhainsche. 
. Setzen wir: 

so ergeben sich vermöge der Thetarelationen zunächst folgende Be- 
ziehungen: 

„2 1 -,2 ^«»".iJ?!** J * = 1 3« ^0 • ^0 8 



11 « «B 1 — M^ =s —!»- 






'84 
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Hieraus lassen sich die Thetaquotienten unmittelbar durch die Grofsen 
X*, A^, ft^ ausdrücken und zwar erhalten wir die Formeln (6): 



*.,* 


1.' ' 


*5* 




*5* 


X,' . ^' . 1/ 


».* 


X» . ,.«• ' 


*,.* 






««.^,».x/ 


*5* 


»i'- >»'• (»i* 


».* 


- 1.«.^/ ' 


- V.^,' ' 


*6* 




*5* 






°°° X» . Xi» . (»,» ■ 



In vielen Beziehungen symmetrischer und übersichtlicher ge- 
stalten sich die Formeln , wenn wir setzen: 

CJ^i y2^_ q« — «1 • «0 — «3 ^2 ^^ g» — «1 • «0 — O4 „a ^_ «8 — Ol ■ Oq — Oft 

^ ^ O3 — «1 • «0 — «8 ' O4 — «1 • «0 — <»1 ' «5 — «1 • »0 — «8 

Hierbei sind a^, ,., a^ sechs Grofsen^ von denen drei^ etwa ag; o^, o^, 
beliebig angenommen werden können, während dann die drei übrigen 
aus den vorliegenden Gleichungen eindeutig bestimmt sind. Für den 
speziellen Fall: 

«0 = , «1 = 00, Ojj = 1 
wird dann: 

Bei diesen Definitionen wird: 

X 2 __ ai — Oq . Oa — Os A * = ^^ ~" ^ ^ - <»> — <»4 

' «1 — «3 . O« — «0 ' * «1 — O4 • «S — «0 ' 
V / f"l «1 — «6 . O, — Oo ' 



2 Ol — a^ . Oj ~ Qq , ci^ — aj « Oi — o, . Oi — ap . a^ — ag 



Ax — — 



«. ' 



Ol — a^ .Ui — a^ .Of — a^ ' ^^ ■ a^ — a^ . a^ — a^ . a^ — 

2 ^ ^1 — ^ • <*l — Qq ' <*» — <*6 
f** «1 — «8 . «1 - «6 • ö« -■ «• ' 

und es nehmen die vierten Potenzen der Thetaquotienten folgende 
Form an: 
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(9) 



»»* 





«1 -«4 • 


Oj — «5- 


Ol — o» . 


Ol — Oo 


«•.* 


«1 «8 • 


0, Oo. 


Ol -0^ . 


Ol o» ' 


*.* 




»1 — «0 


•O» — «6 


03 — 0^ 


•o^-o» 


*.* 




«1 — «S 


a^ — a^, 


0» Ofc 


«4—0^ ' 


*..* 


= 


«1 — «0 


•o« — «8 


. Os a. 


• Ofi tto 


*»* 


«1 -«8 


-.«i — 08 


■Os — 05 


• O4 — «0 ' 


*«* 




«1— Ol 


•o« «8 


Og a^ 


• Ob — «0 


*.* 


<h—<h 


Ol — «4 


Ol — Oo 


• Os — aj ' 


♦/ 




«1 — o» 


Ol Os 


•O4 tts 


. O5 «0 


*.* 




«1—05 


o, — fl^, 


.(h — a^ 


•Ob o» ' 


*u* 




«1 - «« 


. Oj Oo 


•0, 0, 


• O4 — Oß 


*.* 


«1 —«8 


•Ol — 0^ 


0, — a^ 


• 04 — ao ' 


*>/ 


= 


a, — a^ 


•o, — o. 


• Ob — Oo 


. «4 — O5 


«■.* 


«1 —«8 


(h — ^* 


'(h — (*6 


• 04 - o„ ' 


*/ 


= 


«1 - «4 


•o, a^ 


. 03 — a^ 


• Oß a^ 


*5* 


«1 —«6 


•oj — a. 


•Os - Oft 


. O4 — a^ ' 


*.,* 


= 


«0 — <«8 


•o, — tti 


• Oo — «6 


■ O4 — Ol 


*.* 


08 — 01 


•O5 Ol 


. o,, — o. 


. o^ a^ 



Die Thetaqnotieniien selbst sind aas diesen Formeln nicht eindeutig 
bestimmt. Es ist dieses auch nicht möglich^ so lange von den Theta- 
relationen allein ausgegangen wird. 

Wir wollen nun die Festsetzung treffen^ dafs, wenn 

immer einen bestimmten für alle % und ky die unter der gemachten 
Voraussetzung möglich sind^ eindeutig festgesetzten Wert besitze, 
unter der vierten Wurzel: 

V(a.- — at) (oi' — a*') . . ., 
wo i > &, % >Tcy. . , soll alsdann das Produkt verstanden werden: 

und in diesem die einzelnen Faktoren in dem festgesetzten Sinne 
verstanden werden. 

Sind die Grofsen x^i, t^^, 1^22 vorgelegt, so müssen die vierten 
Wurzeln so bestipimt werden, dafs den Ausdrücken für die Theta- 
quotienten Genüge geleistet wird. 



§ 12. Die GöpelBchen biquadratischen Relationen. 39 

§ 12.*) 
Die Göpelsclien biquadratiBchen BelatioiieiL. 

Aufser den bisher aufgestellten Thetarelationen giebt es noch 
weitere, die zuerst von Göpel aufgedeckt worden sind. Verstehen 
wir unter d'aiv^, v^), ^/»(vi, Vj), ^y(vi, Vg), *d(vii v^) vier Theta- 
funktionen, die ein gerades Vierersystem bilden , so werden die 
vierten Potenzen dieser Funktionen Thetafunktionen 4^ Ordnung mit 
der Charakteristik Null, die überdies gerade sind. Dasselbe gilt von 
den Quadraten der Produkte zu je 2, den Gröfsen ^'«(vi, V2)*"^/?(*^i; ^iY 
etc.; dasselbe gilt endlich von dem Produkte aller vier Thetafunk- 
tionen, Wir erhalten auf diese Weise 11 Thetafunktionen 4*®' Ord- 
nung mit der Charakteristik Null, die sämtlich gerade sind. Dann 
folgt aber, dafs zwischen ihnen eine lineare Belation bestehen mufs. 
Die Eoefficienten bestimmen sich analog wie früher mit Hülfe der 
Substitution halber Perioden. Greifen wir das Quadrupel 

heraus und setzen: 

(1) »^{v^, v;) = w, &^(v^, v^)=x, ^i8(i;i, t;g) = y, ^^jV^j^a, 

^b =«<^o;^34 =^o>'^i8 =yo;^o =-^0» 

so nimmt die Relation nach einigen wenigen Rechnungen die Form an: 

w'* + ^ + y* + ^ 

• _____ 






'0 ''^O 3^0 

Es hat diese Gleichung die Eigenschaft^ ungeändert zu bleiben: 

I) wenn man die Grofsen w, x, y, und w^^ x^, y^, b^ gleich- 
zeitig derselben Permutation unterwirft; 

*) Aus der reichen Litteratur über diesen Gegenstand möge hier nur aafser 
auf die früher genannten Arbeiten auf die Arbeit von Borchardt im 83*^ Bande 
des Crelleschen Journals verwiesen werden. 
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II) wenn man Wq, Xqj y^, Zq unverändert läfist, dagegen die 
Grofsen w, x, y, z in zwei Paare teilt und die Gröfsen jedes Paares 
yertauscht; 

III) wenn man von den vier Grofseupaaren w, Wq] Xj Xq] y, y^; z, Zq 
eins negativ nimmt oder zwei mit i multipliciert; 

IV) wenn man Wqj Xqj y^y Zq unverändert läfst und von den 
Grofsen to, x, y, z zwei negativ nimmt. Bezeichnet man mit fp die 
linke Seite der Gleichung, so wird 9 identisch gleich Null, wenn 
w = tÜQy x^= Xqj y = yo, z = Zq gesetzt wird. 

Bildet man ferner: 

V ^ ^1 dw * ox *^ dy da ^ 

so ergiebt sich: 

welches für w ^= Wq, x «= Xqj y = y^, z ^=^ Zq ebenfalls verschwindet, 
und da dasselbe fiir: 

j. d(p d<p . 

^^ €w dx ^ 

^^ dto dx ^ 

der Fall ist, so verschwinden für: 

w = tffQ, x = Xq, y=^ yo; ^ 

gleichzeitig-^, -^, ~^y -J^- Hieraus folgt, dafs unsere Glei- 
chung eine Oberfläche vierter Ordnung darstellt, welche den Punkt 
^07 ^09 Vo) ^0 ^^ Knotenpunkt besitzt. 

Nach der unter II) und IV) bemerkten Unveränderlichkeit der 
Funktion 9 gehen aus dem einen Punkte noch weitere 15 hervor, so 
dafs die Fläche im Ganzen 16 Knotenpunkte besitzt. 

Ersetzen wir das zu Grunde gelegte Quadrupel durch ein be- 
liebiges gerades, in welchem die Reihenfolge und die Faktoren, mit 
denen die einzelnen Funktionen zu multiplizieren sind, aus der 
Tabelle ersichtlich sind, die in § 8 aufgestellt worden ist, so erhalten 
wir 14 neue biquadratische Relationen. Um z. B. die Relation 
zwischen den Funktionen: 

zu erhalten, haben wir zu setzen: 



dtp 
dy 


— Z ' 


dtp 

dz 


dtp 
dy 


-j- z • 


dtp 

dz 


?=' 


'^0 
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^ =^2(^17 ^2)7 ^ =i-^4K; v»), y =i'^iA{Vi, ^ä), ^ =— i"^i2(«^i? V2), 

Aus den auf diese Weise erhaltenen .15 biquadratischen Relationen 
folgen durch Substitution halber Perioden 45 weitere, denen die 
Funktionen der ungeraden Vierersysteme Genüge leisten. Da die 
Quadrate aller Thetafunktionen sich linear durch die Quadrate von 
vier ausdrücken lassen, die ein gerades Vierersystem bilden, so folgt 
aus dem vorhin bemerkten, dafs nur drei Thetafunktionen willkürlich 
bleiben können, während die übrigen sich algebraisch durch die- 
selben ausdrücken lassen oder es folgt auch, dafs von allen Quo- 
tienten von Thetafunktionen nur zwei willkürlich sein können. 

§ 13.*) 

Das Additionstheorem der Thetafanktionen. Spezielle Formen. 

Die Theorie, wie sie bisher entwickelt worden ist, beruht wesent- 
lich auf der Aufstellung und Vergleichung von Thetafunktionen n^ 
Ordnung. Solche Thetafttaktionen w*®' Ordnung können auf unend- 
lich mannigfache Weise gebildet werden. Wir fassen jetzt das Pro- 
dukt ins Auge: 

so kann dieses sowohl als Funktion von v^ und v^, als auch als 
Funktion von w^ und w^ angesehen werden. In beiden Fällen kann 
es als Thetafunktion zweiter Ordnung angesehen werden, deren 
Charakteristik Null, die überdies gerade ist. Dann können aber alle 
die Betrachtungen, die bei der Herleitung der linearen Relationen 
zwischen den Quadraten der Thetafunktionen angestellt worden sind, 
unmittelbar übertragen werden. 

Es läXst sich dieses Produkt auf doppelte Weise darstellen, wenn 
wir es etwa als Funktion von v^ und v^ ansehen. Erstens läfst es 
sich linear durch die Quadrate von vier Thetafunktionen eines unge- 
raden Vierersystems und zweitens durch solche eines geraden Vierer- 
systems ausdrücken. 

Im ersten Falle ergiebt sich die Formel: 



*) Cf. nebst den früher genannten Arbeiten die Abhandlungen von Königs- 
berg er im 64*^ und 65^^ Bande des Crelleschen Journals und die Abhandlung 
des Verfassers über die Multiplikation der hyperelliptischen Funktionen im 17^° 
Bande der Mathematischen Annalen. 
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§13. Das Additionstheorem der Thetafimktionen. 



(1) nßo\W-H«>]iv-{-i4-H'o]iv-w} 

s 

aus der alle übrigen nach bekannten Methoden herzuleiten sind. 

Unter Anwendung der Weierstrassischen Bezeichnungsweise 
ergiebt sich, wenn überdies gesetzt wird: 

(2) d^a (V, + W^y V^ + W^) = Fay ^a (v, — «?, , V, — W^) «= Qaj 

das von Konigsberger aufgestellte Gleichungssystem (3): 









8 ^ S 



■»'s ••'m-Vm=°' 

^5 • -MS '^13 = 
^5 ••M4'öl4 = 

■"'s •■'24'%4°^ 
"5 •■^S4'V34'^^ 



Pr*-%i*—Pi^ 

—Pi'-iiä+p* 

Pi^-Qm'—Pi* 



•2>5*-3o4*+Pi* 



-J>5*-2l8' — Ä 






2i* +Pi-Si* +Pia'-9K> 
Qoi^+Ps'-Qiß+Pia'-Siii 

ffi» tI*» -Sm Pia 'Joi > 

9u 1*8 •?S4 iJPlS -Jos » 

?o* +l>s*-?»4* — As^-ffos*» 
2s4*— ft*.2u*+l'is*-24% 

ft* +1»3*-204* + J'i8*-3j8*7 
«8* +i's*-3l* +l'l8*-36*, 
«4* -l's'-äM*— I'l8*-?»4S 

3o4 Pi -2» l'is -ffis > 



In analoger Weise können die betrachteten Produkte mit Hülfe der 
geraden Vierersysteme dargestellt werden. 

Wählen wir das Vierersystem mit den Indices 5, 34, 12, 0, so 
ergeben sich folgende Beziehungen. 
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Setzt man: 

(4) 

C = 2.^5» .V .*«*+ V(V-*6* - V -»»), 
d = 2.V .^,**.V+*6* (^5* -V -*«*- V), 

SO wird (5): 



»1. «t 



+ i (V- «in* + «o^-Ä»' +ä'- ?»4* +1'm*- 25*) 
+ c (Po*- ffw* + Pm* • «0* + Pi* • ffi«* + A 2* • &*) 

+ <^(l>0*- Ss' +P5*- ffo* +1'S4*- «12* + A»*-«»!*). 

•iiH—li— 1- 

Ferner ergeben sieb die Ausdrücke (6); 

+ ^a\Po^' «34* + A4*- «0* — Ä2*- «6* —Pt^' 5l2*); 
-Pm-Ö23(V-V) V(-l>0*-tf0*+Pl2*.ffl2*+JP34*.«S4*-l>6*fc*) 

+ ^0i*(l>0*-2l2*+i>12*-&*— JP5*-«84*— JP34*.?5*). 

Die übrigen Ausdrücke sind aus den soeben aufgestellten durch Sub- 
stitution halber Perioden zu entwickeln. Mit Hülfe der früher an- 
gegebenen Methoden können dann die Darstellungen durch ein 
beliebiges anderes gerades Quadrupel gegeben werden. In ähnlicher 
Weise sind die Ausdrücke zu untersuchen: 

wobei (0 und cd' zwei von einander verschiedene Charakteristiken 
bedeuten. Das Produkt ist sowohl als Funktion von v^, v^, als auch 
als Funktion von to^, w^ eine Thetafunktion 2*f' Ordnung mit der 
Charakteristik [o -f~ <^'] ^^^ kann daher nach gegebenen Regeln 
durch die ursprünglichen Thetafunktionen ausgedrückt werden. Es 
ergiebt sich auf diese Weise die Formel (7): 
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^»[ßi]M-Hßi+ß,+ßt.]M-»[ß2-\-ß,+ß4iiv}-Hß,+ßs+ßr,m 

Mß,+ßt+ß,m.»[ß^m 
■»[ß>-^ß.+ßM^iHß,m 

Aus derselben sind alle übrigen mit leichter Mühe abzuleiten. 
Bei Anwendung der Weierstrassischen Beziehungsweise ergiebt 
sich so u. a. das von Eönigsberger aufgestellte System (8): 

^6 '^5 -A 'Q6=P5'P5 •&•& +Pl'2h •«! -ffl +Pb'P3 • ?S -«3 

'T PlS'PlS'ilfii^y 

^5 --^0 --Po 'Qb=P&'Po 'Q&'Qo +Pi'Poi'9i -Soi +ft-JPo3-28 -Sos 

+ JPlS 'PiA ' ?18 • iiA ? 

— • JP02-1^84-ä'lS-28? 
-^-ö -^i 'I\ 'Q5=Pb'P2 Qb-Qi —Pl'Pli'Ql • «12 + Ps -1^28 & -228 

Pis • JPo4 • ?13 • 2o4 ; 

•^2 .'ö'jM.Pa .Ö5=i^5-i^3 • 3^2 • fea + i'o -JPOS • 202 • ?14 +-P4 -1^34 •fe4-ö^01 

r 1'o4'JPi2 -418 •?!; 

-ö-ö --^4 -^4 •Ö5=P6-i^4 •«5-^4 —Pi'Pu'Ql 'Qil - Pn 'PsA'Qs • ?34 

+ JPl3 •l'o« • 2l8 • 0^02 9 
^6 ' ^01 ' Pol ' Qt> = Pb' Pol 'Qb-Qoi—Pi 'Po Ql 'io +JP8-i'24-28 -224 

JPis • JPo8 ' 2l3 • 2o3 ; 

^2 ••^0 'Po2'Qb=Pb'Po2'9i'io +1>0 .P2 •202fe — JP4 »ÄS • «24 • 2o4 

— PoiPu'dli'Qlf 

^b '^Q»'Poa'Qb'=Pb'Poz-Qb'^o3'- Pi'Pu'Qi 'QiA — Ps'Po -Sa •& 

^4 --^O 'PoAQb=Pb'PoA'QAQo +JP0-JP4 •204-«5 + Ä -ÄS • «24 • «02 

+ JP02-P24-«18«27 

-0-5 .'ö'i2--Pl2-^6=l'5-JPl2-«5-«12 + Ä-i>2 '«1 • «2 + 1>8 -1^04 • «3 '«04 

T" Pli • JP28 • «13 • «28 7 

K9'^Ol'Pl3'Qb=Pb'Pl9'9oS'Qoi — Po'Pwüi •«! — l^l-i's •«24'«0 

+ Pol 'Pia • «18 • «6 ) 
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PlS 'PsA ' 9l9 ' 2s4 } 
^5 •'^28- As- öö =Ä-1^«S- fe -5^23+ Ä •1^04- tfl 'QoA — Pi'Pi • ?8 «^2 

PlS ' Pli ' QlZ ' Ql2 } 
^A '^2 'P2A'Q5=Ph'PiA'QA'Q2 — Po 'Pl3 'QoA ' Qo2 + P2 'Pa • 324 • Q'ö 

1^02 'PoA • ffia • Qo > 

^5 •'^34--P84Ö5=P6-Ä4Q'5-9'34 + i>l 1>02«1 • 3o2 + 1^3 '^4 -ft • ^4 

' § 14.*) 
Das AdditionstlLeorem. Allgemeine Form. 

Zu noch allgemeineren Tbetafunktionen erster Ordnung, als sie 
in § 10 betrachtet worden sind, kann man auf folgende Weise ge- 
langen. 

Setzt man: 

(1) Wi + Vi + Wi + ^1 = 2<, t/2 + Va + «^2 + ^2 = 2««', 
iii + Vi — Wi — ^1 = 2v/, «2 + Vg — Wg — ^2 = 2^2', 
Ml — Vi + w?, — ^1 = 2e(;i', t«« — ^2 + ««'2 — ^ = ^w^'; 

Wi — t?i — W?! + ^1 = 2^1' , tlj — Vg -- M?8 + ^2 = 2 V, 

so ist das Produkt: 

AHO] C«l . *[0] FD. . ^ [0) fwl . ^<o) CO 

eine Thetafunktion erster Ordnung eines jeden der Paare von Ver- 
änderlichen «1', Mg'; v/, Vg'; M^i', Wg'; ^1', ^g- 
Bilden wir andrerseits das Produkt: 

» [0] w . » [0] C4 . » [0] w . ^ [0] f/j . 

se geht dieser Ausdruck^ wenn wir ihn, was jedenfalls erlaubt ist, 
als Funktion von Ui', u^' ansehen, bei der Vermehrung der Argu- 
mente um ganze Zahlen und um Vielfache der Moduln, von einer 
Exponentialgröfse abgesehen, in Ausdrücke von der Form über: 

WO £ eine der sechszehn Normalcharakteristiken bedeutet. 
Hieraus folgt leicht, dafs der Ausdruck: 



•) Cf. Prym: Grelle 93. 
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bei welchem die Summe nach € über alle Normalcharakteristiken zu 
nehmen ist, als Funktion von u/, u^' betrachtet eine Thetafunktion 
erster Ordnung ist; es folgt femer , dafs sie dieselbe Charakteristik 
als die Funktion; 

» [0] iu'} . » [0] {»1 . » [0] M . » [0] CO 

besitzt. Hieraus folgt, dafs: 

(2) 4 » [0] iu'} . » [0] W . ^ [0] M . * [0] CO 

ist. Dabei ist c sicherlich von u/ und u^' unabhängig. Ganz analog 
aber würde folgen, dafs es auch von v/ und v^, w^ und w;/, t^ und ^' 
unabhängig sein mufs. 

Unter Zuhülfenahme der partiellen Differentialgleichungen, denen 
die Thetafunktionen Genüge leisten, folgt dann leicht, dafs die Kon- 
stante auch von den Grofsen r unabhängig sein mufs. 

Setzen wir die Fourier sehen Entwicklungen der Thetafunktionen 
links und rechts ein, so folgt als Wert der Eonstanten die Einheit 
oder also wir erhalten die Gleichung: 

(3) 4* [0] iu'} . » [0] iv'} . » [0] iiv'} . » [0] iq 

Genau analog ergiebt sich die folgende Formel, die als Riemannsche 
Fundamentalformel bezeichnet werden möge: 

(4) iHvn^l^Hn + QUvl'Hn + ^Kf^l'Hv-Q-^fW} 

In ihr bezeichnen [i^ + (>] , [fl + <^] j bl — Q — ^1 ^^^ Charakteristiken, 
deren Elemente sich aus den entsprechenden Elementen der drei 
willkürlich wählbaren Charakteristiken [i;], [p], [<y] in der durch die 
Bezeichnung markirten Weise zusammensetzen, während die drei 
rechts stehenden Charakteristiken [« + p], [^ + <y], [^ — " (> — ^] i^ 
gleicher Weise aus [£], [p], [6] entstehen. Es vertritt femer das 
Symbol (—i)i')ii) den Ausdruck: 

wobei W = [J j], i? = [jj Jl] gesetzt ist. Endlich ist die 

Summation auf der rechten Seite über alle Normalcharakteristiken 
[b] zu erstrecken. 
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Es kann diese Formel als Fundament einer allgemeinen Theorie 
der Thetafnnktionen gebraucht werden, welche von zwei Veränder- 
liehen abhängen. £s hat dieses Erazer in seinem Werke ,,Theorie 
der zweifach unendlichen Th etareihen auf Grund der Riemannschen 
Thetaformel" wirklich durchgefQhrt. 



§ 15.*) 
Die Bosenhainsclien Differentialfonneln. Erster Beweis. 

Aufser den Thetarelationen, die bisher entwickelt worden sind, 
giebt es noch solche^ die zwischen den Differentialquotienten der 
Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente und den Theta- 
fanktionen selbst bestehen. Um diese zu entwickeln, gehen wir zu 
den Relationen zurück, die in § 3 entwickelt worden sind. 

Setzt man: 

a = ^5 (2i?i, 2i;j, 4rn, At^^, At^^), 

6 = ^oi(2t?i, 2v^, 4tii, 4^12, 4ts«), 

c = ^4 (2«!, 2v^, 4ct,i, 4r,2, ^t^), 

d = ^2s(2v^7 2v^7 4r„, 4ri2, 4t^^), 

so bestehen die Formeln: 

^6 (Viy ^27 ^ii; '«^127 ^22)*= a + b + c + d, 

/jN ^9^(^17 ^2; ^iif ^127 t^) = a + b — c — d, 

•^•^(t;,, Vj, Tu, r,8, Tgg) = a — 6 + c — d, 

« 

-^0 Kl *'2> ^11» ^127 ^22) = a — b — c + d. 

Setzen wir femer in den Formeln (6) des § 13 Vj ^ to,, v^ = tOj; 
so erhalten wir u. a. die Gleichung: 

(2) 2«-,(V-*s*)«'2(2t;„ 2t;,) 

- (*oi* - *»*) (*6(»1, ",)* + *mK, »«)* + »iM, »2)* + »oiVi, «2)*) 



*) Cf. des Ycrfasierg Arbeit im 26*<" Bande der Mathematischen Annalen. Über- 
dies mOge auf die gleichzeitig erschienene Arbeit von Frobenins im 98*<^ Bande 
des Orelleschen Joonials Terwiesen werden. 
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Unter Berücksichtigung der Formeln (1) folgt hieraus: 

*«(V- V)^»(2t;„ 2«,)=16(V— Ö'»*)(«*+**+«*+<i*)(«-&+e-<0 

— 32(»^i*-\-»/){a.c+i.d)(a.d+b.c). 

Setzen wir in dieser Gleichung links und rechts an Stelle von 
2vj, 2Vf resp. v^, v,, bezeichnen ferner die Thetafunktionen mit den 
Moduln 4r,j, 4ti„ 4T2g durch grofse Buchstaben, so folgt: 

(3) *2-(V — *»*)•■** (»1, f*) 

= i6(v-V)(e5(«„ t;,)«+eo,(«i, v,y+e,(v„ i>,)»+e«K, v,)) 

- 32(V + V) (öfiK, »,) . 0,(^1, V,) + ea,(ü., t;,).eoi(t;„ »,)) 

•(©sK» «2)-öss(»i> <'j)+eoi(»i, M.e^c»,, t)g)). 

Durch Substitution halber Perioden, indem an Stelle von v^, v^ resp. 
«1 — ^, tfj — 4^ gesetzt wird, folgt hieraus die Gleichung: 

(4) ^,.(^01* — V)-^o»(«t, M 

=i6(v-*»*)-(eo(«„ «i,)*+ei(»„ v,y+B^iv„ v,y+e,,iv„ »,)») 

Genau so folgt die Gleichung: ' 

(5) *o.(V-V)*i(»., »») 

=i6(V-*«*)(eo(«'i, t;,)*+e,(i>„ t;,)«+eo4(i'„ »,)* + e„(t;„ v,y) 

• (0o(»l> »«) • 01 («1> ««) + 0O4(«O «») • 014 («1, »*)) 

+ 32(*o,»+*,«)(0o(t;„ t>,) . e^(v„ V,) + 0u(»i, «,) . 0i(t;n »,)) 

•(0o(»l> »2)-014(''l. <'«) + 0l(«l, «*)-0O4(«'l, »0)- 

Bilden wir die Funktionaldet«rminante von ^02 (^^i» ^2)1 ^t(*'i> ^i)> 
setzen v^ = v, = und fflhren die Abkürzungen ein:. 

^«'(«1)0 • V Wo — *«'(«'2)o • «-/(»Oo = («, ß) 
Qa{v,\ . 0/(t;j)o - 0a' («2)0 • 0/ ("1)0 = («, ^y, 

SO folgt: 

«•2-*oi(V- V)(02, l)=16.16.4.0o.0,,(0o«-0,/)(l, 04)'. 
Unter Berücksiclitiguiig der Thetarelation: 

= 001.65.0,(1;,, t;3).0o(t;,, Vj)— 02.034- 002 («^U «^2)-ö,2(t;„ «,) 
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kann die letzte Gleichung geschrieben werden: 
(6) »t.»oA»oi*-»2*)(02,l) 

= i6.i6.4.eo.e„.e„.e„.eo,.e,.(0o«-e,,*) -_|!lJ-^. 

Nun folgt aus Gleichung (3), wenn wir an Stelle von v^: v^ — ^ 
setzen für Vi=v^ = 0: 

«•2»oi(^oi* + »»') = i6.e,.e^(e,,« + e,»). 

Genau so wird: 

Mithin kann Gleichung (6) in die Form gebracht werden: 

(02^^)__ _ (02^ ly (e,'- e.«')(».,'+».,')(»,'+»,.') 



oder da: 

= 4(0»* + 00.* + 0,* + 0^«), 

(0 2. 1) (02. 1)' (e»'+Q..'+ e,«+e.,» )(e.'-9,/) 

oder also: 

(T) ( 02. 1) _ (02, 1)' 

Die linke Seite bleibt demnach ungeändert, wenn an Stelle von 
^u> *i2; ^w fesp. gesetzt: 4"r,„ 4»Ti„ 4"%. Lassen wir n immer 
gröiser und gröfser werden, so folgt: 

(8) (02,1) = n*.»,^.»^.»^.»^. 

Derartige Formeln existieren noch weitere 14, welche lauten: 

(3, 24) = a* . *,, . *o . «■„3 . ^,„ 
(04, 3) = Ä« . *„ . «•, . »^ . *,^, 
(1, 3) = 3t«.^5.ö-o.*,.*„ 
(02, 3) = »* . «-jj . #3^ . ö'^j . »^^ 
(13, 3) = «* , «'s . Ö'j4 . ö'pj , ^jj, 
(1, 04) = Ä».#3,.^„,^,.«.^, 

(02, 04) = jr».#j.ö-o.*o»-*ou 
(13, 04) = 31« . #., . ^0 . ^^ . «■,3, 

Krause, TheUfanktionen. a 
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(04, 24) = iir« . *5 . Ö-34 . *4 . »,„ • 
(13, 1) = «* . *5 . ■ö'iij . ■9'o, . ■9',4, 
(02, 1) = «* . •O'js . ^4 . »^ . «■(^ , 
,g. (1, 24) = «* . »^j . 9^ . »g^ . ■&,,, 

(13, 02) = ««.»34.^0. dg. *„, 

(02, 24) = Ä«.*,8.«'6.d,.*,s, 

(13, 24) = ;r^ d, .»„.*,.*„ . 

Es sind diese Differentialformeln zuerst von Rosenhain aufgestellt 
worden. 

§ 16. 
Die Rosenhainschen Differentialformeln. Zweiter Beweis. 

Aus den partiellen DiflTerentialgleichungen, welchen die Theta- 
funktionen Genüge leisten, folgt durch nochmalige Differentiation: 

= ZTCt- 






Femer ergiebt sich aus den Formeln des § 13 unmittelbar: 

(?) ^..^.(*5(«'nt'.)-'%^:^"')-^,(..,.,).^*tr'^) 

= •Ö'u • VC»')© • *o(<'i > *«) • *03(«U «'s) 

+ *01 • ■*24'(«')o • •^■.l('n «i) • •*34(»1. i'«)- 

Setzen wir zur Abkürzung: 

3"' *„(»,.«.) 



r ^ m—r 



— A w/a, r *, m—r\ 



— ^m -) =*«•"(«. "■)o, 

' /r,=r,=0 

SO folgen durch zweimalige Dififerentiation die folgenden sechs For- 
meln (2): 

*2-'ö'2S'*5'*3"'(''l')o 
= d,.^,3.V(«.*)o-*3'(''l)« + *U-*0»'(»l)«.(*«-V(«.*)o + ^«8-V(«,*)o) 
+ *0.-V(«.)o(*4-*34"(f.*)o + *»«-V(V)o), 
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= Ö>4.^23-VK'')o-'*j'(«2)o+^U-V(«l)o(*0'^M.(»„«,)o+e'«,.V(»l.»2)o) 
+ «'oi-*«4'('''l)o(*4- V(«U »«)o + «'s4-*4"(»l. »2)0), 

*2.'0'jj.*B.'9'j"'(»i, i;g*)o 
+^,,. V(fi)o (*o-*«."K*)o + *»s. V(V)o) 

+ *0,.VK)o (*4- V(V)o+»S4- V(V)o), 

#g . dj j . •6-5 . «'g'" («, * , Wg)^ 

= ö-j . ■^4, . ■9'r,"(^'2^)o-*»'(^i)o+'9'i4 • ■*o«'K)o-(*a • ■*o»"K. »«)o+*o3 • •^o"(^'u »2)0) 
+ *oi-'^«4'Wo('*4-*34"(«'i> W2)o+*a4-'*4"(*'n »«)o), 

■9'j.'9'j,.d'B.'9'j"'(«j*)o 

+ ^01.^24' (Mo(^4-V(''2')o + ^34.V(V)«). 

Vermöge dieser Gleichungen bilden wir die Ausdrücke: 

*24'Wo- VK')o - V(fl)o-*3"'K*, »2)0. 
■9'24'(«'2)o-V(«'l*7 «2)0 — ■9'«4'K)o-'*3"'K, «2*)o» 
«•24'(®2)o-'9"3"'(»l» V2'')o — *24'(«l)o- V(V)o- 

Es ergiebt sich dann für den ersten der Wert: 

— 2 V (vi , Vj)« . «•,' (t;,)o . V (»i)o 

4. »o »»»>i4 /«;,»>,')« , »»"(f.*), \ 

oder da: 

= '^s'(«'l)o- V(«2)o — ■9'3'(«'2)o-'*24'(*'l)o 

4* 
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ist; so ergiebt sich derselbe, wenn wir die frühere Bezeichnung auf- 
nehmen^ gleich: 

- 2 V(«., ^\)o.»'M\.»uMo + (^^^^^^ + *•>'*)'-) (3,24). 

Die beiden andern Ausdrücke sind analog zu bilden. 
Andrerseits wird: 

(3) »iS'^sA^l^y^iy ^i)'~ dv^ — '^24(^1, vj g-^- — j 

Wir operieren mit diesem Ausdruck wie mit dem vorigen und bilden 
die drei Ausdrücke: 

^zMo • ^u'' KS «^2)0 — -^s' (*^)o- V'(^i y V)o, 
^z Wo • V («'i ; ^'2^)0 — ^3' (^i)o • ^2/" («^2')o • 

Der erste wird gleich: 

— 2V(»l; «'8)o.'»,'(«'l)o-*'s4'(»l)o 

oder da: 



*'-*"^-(13,3)==.(3,24) 



1* '^14 



^84 • ^1- . 

ist, gleich: 

Wir bilden nun die drei Ausdrücke: 

»iliv»)o-»r«, »*)o- V(Vl)o- V(»l, V)o— *»'(»«)o- V'K*, »2)0 

»»i'Wo- V(f., V)p-**4'(«.)o- V(V)o - «•»'(Mo- VC^n f**)« 

+ ^s'(<'l)o-'Ö'»4"'(V)o- 
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Aus den Gleichungen (1) folgt, dafs diese Ausdrücke die par- 
tiellen Differentialquotienten der Grofse: 

nach den Moduln r^^, r^gy ^sa sind, ferner lehren die zuletzt ange- 
stellten Betrachtungen, dafs die Gleichungen gelten: 

^Og (^,; (r,)o .V(t^i) o-»,4> i)o-»a>«)o) _ glog(^i» - '»o»'»i4»o3) 

oder also: 

cnog(3,24) = dlog(^,,.-^o-^o3-^M), * 
oder schliefslich : 

(3,24) = JC^>^i2'^o'^os'^iA' 
Die hßiden Ableitungen stützen sich auf das Additionstheorem der 
Thetafunktionen. Es braucht kaum bemerkt zu werden, dafs die Aus- 
gangsformeln auch ohne das Additionstheorem direkt durch das 
Transformationsprinzip hätten aufgestellt werden können. 

§ 17. 

Die Differentialqnotienten der Thetafanktionen für die Nnllwerte der 

Argumente. Parameterdarstellnng derselben. 

Aus den Bedingungsgleichungen, die zwischen den Thetafunk- 
tionen bestehen, folgt unmittelbar, dafs von den 12 ersten Differential- 
quotienten der Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente nur 
vier von einander unabhängig sein können, durch welche die acht 
übrigen sich linear ausdrücken lassen. Setzen wir wie vorher: 






und greifen die vier Gröfsen heraus: -^sX^Oo ^°^ '^«/(^Oo; so erhalten 
wir die Ausdrücke: 







(1) 






If'O'^OS 
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§ 17. Betrachtung der Gröfsen 'O'a (t^Oo- 



Zwischen den vier Grofsen '^'s^^Oo» ^2/ Wo besteht dann überdies 
die Bosenhainsche DifiPerentialbeziehung: 

(2) (3,24) = Ä^^,2.^,.^^.-^,,. 

Die Parameterdarstellung kann aber auch so gegeben werden, daüs 
alle 12 Gröfsen durch vier neue ausgedrückt werden^ zwischen denen 
dann noch eine Relation besteht. In der Wahl dieser neu einzu- 
führenden Gröfsen bleibt eine grofse Willkür. Wir wählen eine Dar- 
stellung, die unmittelbar aus der Rosenhainschen Arbeit folgt und 
deren Vorzüge später klar werden werden. Wir setzen:*) 



(3) 






^S4 '^4 •''6 



^84 • ^4 • ^6 

Dann folgen die Ausdrücke (4): 

'"34 -^4 •'»'^5 
V34 . V4 . -1/^5 

^34 '^4 '^5 
V 34 . V4 . Vg 

VWo= (A«.ir« + 2ir„) -'V^^^ 

Dabei ist dann: 



(5) 



^84 •''^4 -^ß 



K,,.K,, K,,.K^, - «». >,..#,..^.3.^..*,,.*„.#,^ 



= K. 



*) Cf. u. a. die Arbeit des Verfassen im 3'°'' Bande der Acta mathematica. 



Parameterdarstellung derselben. 55 

Es soll die soeben angegebene Parameterdai^tellung im wesent- 
lichen beibehalten werden. Auf diese Weise sind die zwölf Gröfsen 
'9'tr'(v«)o durch vier Gröfsen ausgedrückt, zwischen denen eine Relation 
besteht. In den Eoefficienten treten die Thetafunktionen für die 
Nullwerte der Argumente auf. Diese können durch eine unter ihnen 
wie z. B. -ö-g und die drei Gröfsen x*, A*, y? ersetzt werden. Die 
eine Gröfse ^5 kann als bekannt angesehen werden, wenn die Gröfse 
J^ gegeben ist, so dafs wir das Resultat erhalten, dafs sich die 
zwölf Gröfsen ^a{y\ durch die vier Gröfsen iCj, , . . . K^^ und durch 
die drei Ausdrücke x^, A*, y? darstellen lassen. Es wird in der Folge 
gezeigt werden, dafs auch die vier Gröfsen JE^i,... K^^ als Funktionen 
von X*, A^, y? aufgefafst werden können. 

Eine wesentlich allgemeinere Darstellung rührt von Staude*) 
her. Wir setzen dazu (6): 

A S^ '(>^^\ —nn K"-^« )*"»» +(«0 — ^/l)«« ! 
^ • -^24 \Plk = %4 ~~ir- n ' 

yi Vi 

Dabei sollen g^ und g^ willkürlich gewählte Constanten bedeuten, 
a^, a^ sind zwei der früher definierten Gröfsen «o; • • • ^5? ™^* deren 
Hülfe die Parameterdarstellung der Thetafunktionen für die Null- 
werte der Argumente gegeben worden ist. Ferner bedeutet i^g^ den 
Ausdruck: 

%4 = a.y/7(a, — a*) i>x; i, x= 1, 2, . . . 5. 
Ebenso (7) 

1^3 = a,yn{ai — ak) i>x; i, x = 0, 2, 3, 4, 5. 

Über das Vorzeichen der vierten Wurzel soll das früher bemerkte 
gelten. 

Wir hatten in § 11 die Parameterdarstellung der Quotienten 
der Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente gegeben. Die 
Thetafunktionen selbst sind dann bis auf einen allen gemeinsamen 
Faktor bestimmt. Es soll a diesen gemeinsamen Faktor bedeuten. 

*) Math. Annalen 24 pag. 288 seq. Es möge auch auf das Werk tod 
Thomae verwiesen werden: Sammlung von Formeln etc. Ealle 1876. 



^ 
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Nehmen wir an, d^fs eine der Tbetafiinktionen gegeben ist, z. B. die 
Thetafanktion ^5, so folgt f&r a der Wert: 

(8) a = j ^' 



j/(a, — a^) (a^ — a^) {a^ — o,) (a^ — a^) (a^ — o,) («i — «3) 

Die vier Gröfsen a^^, ... 0^2 sind diejenigen, mit deren Hülfe 
die zwölf Gröfsen ^a(vt)o ausgedrückt werden sollen. Dann folgt 
zunächst, dafs die Gröfse a gegeben ist, sobald A, g^, g^ bekannt 
sind« In der That, aus den obigen Gleichungen folgt: 



fli — ff* 



oder: 



o, - a„ 



9t - Ol 
oder: 

(9) « = '-.-: ^ 



Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir (10): 

-^ '»'04 \y%h — ^04 01-^92 ~ ' ' ' 

yi *" ya 
9t 9i 
9i 9t 

Dabei ist: 

^04 = « • Vn{ai — ay) i>x] f , x = 0, 1, 3, 4, 5, 

1^1 ~ a . V^(ö»- — «x) i > «5 i, X = 0, 1, 2, 4, 5, 

1^02 = « . V^Cöi — öx) i > x; i, X = 0, 1, 2, 3, 5, 

i^i, =» a . V^(ö< — «x) i > «; i, X = 0, 1, 2, 3, 4. 
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Auf diese Weise sind die zwölf ersten Differential quotienten durch 
die ursprünglich zu Grunde gelegten Gröfsen «q, a^, . . . a^ und durch 
vier neue Gröfsen a^ ... a^^ dargestellt. Auch hier kann nachge- 
wiesen werden, dafs diese vier Gröfsen «n • • • ^«2 ^^n den sechs Gröfsen 
Oq, a^y ... a^ abhängen. 

§ 18. 

Die Darstellung der Thetafunktionen n^' Ordnung durch die 

gewöhnlichen Thetafunktionen. 

Es sollen jetzt auf Grund der voraufgegangenen Untersuchungen 
die allgemeinen Thetafunktionen n^^' Ordnung durch die gewöhnlichen 
dargestellt werden. Wir nehmen dazu erstens an^ dafs n eine un- 
gerade Zahl sei. Auch dieser Fall zerfallt dann in zwei ünterfälle. 
Sei eine Thetafunktion n*®' Ordnung vorgelegt, die den Bedingungs- 
gleichiuQgen Genüge leistet: 

/K + tn, V, + r,,) = (- 1)». . /•(«„ V,) . e-«'»"". +-..), 

/•(«, + r„, ®, + T«) = (— ly- . /•(»„ «g) . e-«.-(2r, + r„)^ 

/■(- v„ - V,) = (- iy.».+*.». . f(v„ V,), 

tl'-l- 1 

dann enthält diese nach den früheren Untersuchungen höchstens — ~^~ 

willkürliche Eonstanten in sich. 

Seien nun [cdJ, [cDj,], [oj], [(o^ vier Charakteristiken, und zwar 
sei hierbei gesetzt: 

welche den Eongraenzen Genüge leisten: 

2'ö'i<->-2'^«'" ^2^1^" - ^ V" =:: mod 2, 

2 ^>*" • ^''" + ^«*" • **^" = mod 2. 

Es bilden dann die daza gehörenden Thetafunktionen ein gerades 
Quadrupel. Dann ist klar, dafs sämtliche Produkte: 

denselben Bedingungsgleichungen Genüge leisten, wie die ursprünglich 
zu Grunde gelegte Thetafunktion n*®' Ordnung, vorausgesetzt, dafs 
die Bedingungen erfüllt sind: 

a + 6-|-c-|-d = n, b -^^ C:=^c -{- dzziO mod 2 . 
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Nehmen wir die Bedingung hinzu, dafs e? ^ 3 ist, so ist klar, dafs 
die Zahl der auf diese Weise zu bildenden Produkte gerade gleich 

— — — ist. Ferner folgt leicht, dafs dieselben von einander linear 

unabhängig sein müfsen. In der That, im entgegengesetzten Falle 
würden zwischen den Funktionen eines geraden Vierersystemes zwei 
Relationen bestehen, die von einander unabhängig sind, was nicht 
möglich ist. 

Mithin erhalten wir im angegebenen Falle die Gleichung: 

(3) f{v, , t;^) = 2 ea,cä . <^ [a> J {vf • ^ [<d,] {vf . % [«,3! {vf ." ^ [«,] {vf, 

wobei die Summation über alle a, 6, c, d zu nehmen ist, für welche 
die Bedingungen erfüllt sind: 

a + 6 + c + d«:=n, 6 + c^EEc + dr^O mod 2. 

Die Gröfsen Cabcd sind Eonstanten. 

Wir nehmen jetzt den zweiten •Unterfall. Es möge die Theta- 
funktion w*®' Ordnung den Bedingungen Genüge leisten: 

M, t;, + 1) = (- 1> . /-(t;,, t;,), 

(4) fiy, + r„, v, + r,,) = (- \y^ . f{v,, V,) . e— -(«^^+-"), 

Die Charakteristik bezeichnen wir durch [©]. Dann greifen wir 
folgende ungerade Vierersysteme heraus: 

M, [o + ^i + ft], [a> + A + A], [0 + ^2 + A], 

[<D], [a, + ft + ^,], [_a> + ß, + ß,], [a, + /3, + /3J, 

• [0,], [«, + ^,-f-^J, [« + A + /J,], [e> + A + ^J, 

H, r«> + ft + /JJ, [o + A + ft], [» + A + /JJ. 

Dieselben sind so gewählt, dafs die in ihnen vorkommenden je vier 
Funktionen: 

[fi> + /5i + A], [«» + A+A], [o' + ßi + ßi], [c + A + iSJ, 

[ra + ft+ft], [C + /3, + ^J, [c + zj^ + zj^], [a, + ^^4.^j^ 
[„ + /J. + /J,J, [c4.^3 + ^j, [c + /}^ + ^j, [a>-\-ß,^ß,], 
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ein gerades Vierersystem bilden. Für die vorgelegte Funktion f{y^y v^ 
ergiebt sich unter diesen Annahmen die Darstellung: 

/■(«„ t;,) = »[io + /Ji+ ft] W .*[o + /Ji+AIH) . »[« + A + ^3] W 

./;(^[e>+/Ji+A]((* *[ö+ft+ft]««'F, *[.ö+/3.+^4]C«F) 
+ *[« + ^.+AJ((4.eia) + /S. + AJ((t)).^[e) + /?, + A]H) 

(5) + ^ [c + /J, + ß,-\ ((»)) .*[<„ + ^^ + /J^ I ((«]) . ^ [0, + ft + A J((t)) 

./»(^[c+A+A]«*, ^Lta+A+ft]«*, »r«+/5i+AJW) 

+ &[a, + ft + ft] W •*[<» + A+ Ai] W • ^[«'+ A+ W W 

wobei unter den Funktionen /i, ^g, /"g, /4 ganze homogene Funktionen 

ihrer Argumente von der Ordnung 1 zu verstehen sind. Die 

Richtigkeit der Behauptung folgt leicht. In der That zunächst zeigt 
es sich^ dafs die Zahl der Konstanten die gewünschte ist, dafs zwei- 
tens die einzelnen Glieder auf der rechten Seite denselben Bedingungs- 
gleichungen Genüge leisten^ wie die zu Grunde gelegte Thetafunktion 
n*®' Ordnung, drittens endlich folgt, dafs die Konstanten von einander 
unabhängig sein müssen. Angenommen nämlich, die letzte Behaup- 
tung wäre falsch, so könnten wir die linke Seite unserer Gleichung 
der Null gleich setzen. Multiplizieren wir dann beide Seiten mit 

SO folgt leicht, dafs auf der rechten Seite lediglich die vier Funktionen 
[a, + A, + ft], [m + ft + ft], [a, + ft + /3J, [ö + A + ft] 
vorhanden sind, da sich die Produkte: 

*[« + ßi + Ä] W-^t» + ^1 + A] W 

und 

* [a> + Ai + ft] W . * [<ö + ft + /JJ M 

durch dieselben ausdrücken lassen. Überdies aber kommt auf der 
rechten Seite die Funktion 'ö' [© + /S^ + ß^ ([t;)) höchstens in der 
dritten Potenz vor. Hieraus ist mit wenigen Schlüssen zu folgern, 
dafs die rechte Seite nur dann der Null gleich werden kann, wenn 
di» KoefQcienten einzeln verschwinden. 

Wir nehmen jetzt den zweiten Fall, dafs die Ordnung der 
vorgelegten allgemeinen Thetafunktion eine gerade sei und wollen 
für diesen Fall setzen: 



I 
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Es sind dann eine Reibe von Unterfallen zu unterscheiden. Zu- 
nächst schliefsen wir den Fall aus^ dafs die Charakteristik der vor- 
gelegten Thetafunktion von der Ordnung. 2 ib der Null gleich sei. 

Sei dann erstens die vorgelegte Charakteristik ^ die durch [o] 
bezeichnet werden möge, eine gerade, ferner die Thetafunktion selbst 
auch eine gerade. Dann kann [a>J auf drei Arten als Summe zweier 
gerader, auf eine Art als Summe zweier ungerader, Charakteristiken 
dargestellt werden. Die ungeraden Charakteristiken wollen wir wie 
früher durch [ßj] . . . [/JJ bezeichnen, die geraden durch [yj ... [y,J. 
Dann folgt: 

Je zwei dieser vier Paare bilden zusammen ein gerades Vierersjstem, 
so dafs wir im ganzen sechs solcher Systeme erhalten. Greifen wir 
eines derselben heraus z. B. [yj, [y^], [ys\, [yj, so findet sich für 
die vorgelegte Thetafunktion /"(v^, Vg) die Darstellung: 

(6) f(v,, V,) - ^caocä . ^[yj W.^M W.^M W.^bJ W", 

a + b + c + d = 2Jc, 6 + rf=lmod2, c + dEi_:0mod2, fl[<3. 

Sei jetzt zweitens die vorgelegte Charakteristik eine ungerade, 
die Funktion selbst auch ungerade. Dann läfst sich die Charakteristik 
auf vier von einander verschiedene Arten als Summe ein^r geraden 
und einer ungeraden Charakteristik darstellen und zwar möge sein: 

M - [ßi] + [yi] = [ft] + M = m + [y»] = [/»J + [yJ- 

Je zwei dieser Paare bilden wiederum, ein Göpelsches Quadrupel. 
Greifen wir eines derselben heraus, z. B. das Quadrupel: 

[^iJ, [yJ, [ßf\, M, 

SO erhalten wir für die vorgelegt^ Thetafunktion f(yi , v^) die Dar- 
stellung: 

a + 6 + c + d = 2Ä, 6 + d=lmod2, c + df=0mod2, d^3. 

Es möge jetzt drittens die vorgelegte Thetafunktion 2A^' Ord- 
nung eine gerade Charakteristik [coi] besitzen und selbst ungerade 
sein. Dann zerlegen wir [c?] auf die vier möglichen Arten in die 
Summe einer geraden und einer ungeraden Charakteristik und zwar 
möge sein: 

• [«] •= [/S.] + [y.] = [ft] + [yJ = [ß,] + [y,] = [ß,] + [yJ. 
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Dann können wir wie im vorigen Falle schliefsen und erhalten eine 
Darstellung von der Form: 

a + fc + c + d«2A:, 6 + rf._;lmod2, ^+d 0mod2, rf<:3. 

Ist viertens f(v^j Vg) eine gerade Funktion und besitzt eine un- 
gerade Charakteristik [ci], so nehmen wir die Zerlegungen vor: 

[«] = [y.l + [y.] •= \vz\ + fn] = ryj + Ty«] = TAI + [ßA, 

um die Darstellung zu erhalten: 

a + h + c + d=2k, 6 + d_.lmod2, c + d^0mod2, d<3. 

Wir nehmen jetzt den bisher ausgeschlossenen Fall, dafs die 
Charakteristik der Null gleich sei. Ist dann, die vorgelegte Theta- 
funktion eine gerade Funktion, bilden ferner die Funktionen [a7|], 
[o^], [03], [04] ein beliebiges gerades Vierersystem, so folgt: 

(10) f{v,, V,) = 2eaöcä^&[€^,mY.^[a,,\i^^^ 

a + b + c + d = 2k, d + c ^ d + 6 =1 mod 2, d^3. 

Schwieriger gestaltet sich der Fall, wenn die Thetafunktion mit 
der Charakteristik Null eine ungerade Funktion ihrer Argumente ist. 
Wir wollen dann der Einfachheit halber nicht die allgemeine Dar- 
stellung, sondern nur eine spezielle nehmen. Es ist dann z. B. 

(11) f{v^,V,)^»,iv}.»,M^»M^»iM'f^i»Ä^))^ KW, »M)") 

Hierbei sind die Funktionen f^, ... f^ ganze homogene Funktionen 

2^ 4 * 

ihrer Argumente von der Ordnung — - — • Die Richtigkeit der Dar- 

Stellung zeigt eine leichte Betrachtung. Es sind zur Konstruktion 
wesentlich die ungeraden Yierersystepie gewählt worden. 

Damit sind alle Fälle erschöpft. Wir erhalten jedenfalls den 
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Lehrsatz. 

Eine jede Thetafunktion w*®' Ordnung läfst sich sowohl, 
wenn n gerade, als auch wenn n ungerade ist, als ganze 
homogene Funktion n*®' Ordnung der ursprünglichen Theta- 
funktionen darstellen, welche eine eindeutig bestimmte An- 
zahl von Eonstanten linear in sich enthält. 



§ 19. 

Die Einführung der (^-Funktionen und der hyperelliptischen 

Funktionen erster Ordnung. 

Bei Gelegenheit der Parameterdarstellung der ersten Differential- 
quotienten der Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente 
waren vier Grofsen K^^, K^2y ^o ^n eingeführt worden. Mit ihrer 
Hülfe definieren wir zwei neue Veränderliche u^ und i4^ durch: 

Wj = K21' . t?i + K22 • ^2 • 

Denken wir uns in der Funktion ^aiviyV^) die neuen Veränder- 
lichen Ui und «2 eingeführt, so möge dieselbe durch /'«(f*,, u^) be- 
zeichnet werden. Dann ist: 

^ ^4(1*,,«,) d9,(v,,v,) ^K(^^,r,) 

^^ cfa(^tyU^) ^^a(Vi-,t?,) (^Ki'^iyV^) 

Setzen wir jetzt % = Mg = v^ = v^ = und berücksichtigen die 
früher gefundenen Resultate, so folgt, dafs die ersten Differential- 
quotienten der ungeraden Funktionen faiuiyU^ nach u^ und u^ für 
die Nullwerte der Argumente sich rational durch die Thetafunktionen 
für die Nullwerte der Argumente darstellen lassen. 

Bezeichnen wir die Differentialquotienten für die Nullwerte der 
Argumente durch den Index 0, so ergeben sich die Resultate: 

au, '»•34 . ^4 • ^5 ' 

du, ^ ' 



und der hyperelliptischen Funktionen erster Ordnnng. 



63 



du, ö-j^ . -^4 • -^6 



(3) 



_^ij(«ij»J*i)o.. 

du, 

du. 



^84 • '^4 • ^6 



-- 3j2 . ^5 • -^4 • -^i • ^0 



^84 • 'Ö'4 . ^5 

^1 8 • ^ 34 .1_^01 • '^4 
^34 ' ^A • ^3 



OU^ 'Ö'34 . '^'4 . ^ß 






^83 • ^0 8 1_ 6 • *'34 
^34 • *4 • -^5 



Bezeichnen wir die geraden Funktionen fai^i^u^) fiir die Null- 
werte der Argumente durch /*«, so wollen wir, wenn a den Index 
einer geraden Funktion bedeutet, setzen: 



(4) 



fa 



= 6a(u,,U^y,*) 



bedeutet dagegen a den Index einer ungeraden Funktion, so setzen wir: 



(5) 



^fai^iy ««)o_ ^/a(«*i» «*)o. 



= <ya(Wi,t*2) 



öuj ' du, 

und bezeichnen diese Funktionen wenn notig auf analoge Weise wie 
die Thetafunktionen mit Hülfe von Charakteristiken. Diese <y-Funk- 
tionen besitzen dann die Eigentümlichkeit, dafs ihre ersten Differential - 
quotienten nach u^ und ti^ für die Nullwerte der Argumente entweder 
verschwinden, oder aber sich rational durch x^, A^, f&^ ausdrücken 
lassen und zwar wird: 



^'^3(«*l»«»)o n 

du, — '^ > 


du. 


(6) ^^.4(«mU.V 1 
^ ^ du, ' 


^<y«4(Wl, W,)o 

du, 


dui 2 ' 


^ff04(«l»^)0 

du. 



= 1 



0, 
1 



*) Cf. Q. a. Stande, Math. Annalen 24. 
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§ 19. EinfSbrang der a-Fonktionen n. 8. w. 



(6) 






l + x 



t » 



1 +i« ' 

1 

1+7 



a 1 



^a, 


du. 


«t)o 


= 


1 




da,. 


8_(«*1 1 


^2)0 


= 


1 


X« 




3)0 




1 





Einer jeden Relation der Thetafunktionen wird dann eine Re- 
lation der (^-Funktionen entsprechen. Hierbei zeigt sich das Resultat, 
dafs in allen diesen Relationen die Eoefficienten sich rational aus 
x^, k^y H^ zusammensetzen lassen. Die Richtigkeit der Behauptung 
kann durch direkte Transformation der früheren Formeln bewiesen 
werden; sie folgt auch aus den Untersuchungen, die später über die 
Differentialquotienten der hyperelliptischen Funktionen angestellt 
werden. 

Den Quotienten zweier (^-Funktionen nennen wir eine hyper- 
elli-p tische Funktion. Nehmen wir als Nenner die Funktion 
(^5(1*1, 1*2) so wollen wir setzen: 



(7) 



<^6 («1 . «*) 



= ala(UiyU^) 



und auch hier wenn nötig die frühere Charakteristikenbezeichnung 
gebrauchen. Dann folgen aus den Beziehungen, die wir für die 
Thetafunktionen gefunden haben, eine grofse Reihe von Beziehungen 
für die hyperelliptischen Funktionen. Auch in ihnen werden die 
Eoefficienten sich rational aus x^, X^, y? zusammensetzen lassen. 

Wir greifen aus diesen Beziehungen folgende heraus: 
Sämtliche Funktionen mit den Argumenten u^ + m/, w^ + «2' 
lassen sich rational durch die Funktionen mit den Argumenten u^, tij 
und m/, Wg' ausdrücken, d. h. die Funktionen a ?«(«*! + w/, w,, + «/) 
sind rationale Funktionen der Gröfsen alaiu^yO^ und*aJa(«i'>^')' 
Ferner folgt: 

Die Produkte ala{u^ + %> ^k 4" ^) • <^^a{^h — V? ^ — ^2) 
lassen sich rational durch die Gröfsen a?[c>«](wi, w^), ötZ[ca,](«/, iä^') 
ausdrücken, wenn [o«] drei Charakteristiken bedeutet, deren zugehö- 
rende Thetafunktionen mit der fundamentalen Thetafunktion ein ge- 
rades Vierersystem bilden. 

Setzen wir ferner: 



(8) 



2Z,i . r^i + 2Zi2 • '^12 = 2-ffn', 2Zn . t,2 + 2Ä",2 . x^ = 2Z12', 

JÄ21 • Tji ~r ^^22 • ^12 "^^ ^-^21 9 ^-^il • '^12 I ^-^22 • "^22 '^^ ^-^22 y 
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* 

so folgt leicht, dafs die sämtlichen hyperelliptischen Funktionen vier- 
fach periodische Funktionen sind, da sie, vom Zeichen abgesehen, 
sich nicht ändern, wenn wir an Stelle von Hj, u^ der Reihe nach 
setzen: 

«*i + -^11 ; ^ + -^21 9 

**1 + -^12 ? ^ + -^22 ) 

^1 + ^12'; **2 + -^22- 

Die Einführung der 6- und der hyperelliptischen Funktionen be- 
ruht wesentlich auf der Parameterdarstellung der ersten Differential- 
quotienten der Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente. 
Wir haben dabei eine ganz bestimmte Parameterdarstellung zu Grunde 
gelegt. Aufser derselben ist noch eine bedeutend allgemeinere mit 
Hülfe der Gröfsen ^j^, a^^, o^^, a^ gegeben worden. Es ist klar, 
dafs auf Grund dieser Gröfsen a eine allgemeinere Definition der 6- 
und der hyperelliptischen Funktionen gegeben werden kann. Es möge 
dieses nur angedeutet sein, da in der Folge lediglich von der oben 
gegebenen Definition der neuen Funktionen ausgegangen werden soll. 
In Bezug auf alles übrige möge auf die Arbeit von Staude im 

24ten Bande der Mathematischen Annalen verwiesen worden. 

• 

§ 20. 

Über das gleichzeitige Verschwinden der angeraden Thetafunktionen.*) 

Wir stellen jetzt das Problem: 

Es sollen alle Werte von v^, V2 bestimmt werden, welche die 
Gleichungen erfüllen: 

(1) '^i(Vi,«?2)=0, -Ö-sK, «^2) = 0, »isi^i,Vi)=0. 

Wir wollen alle diese Werte bezeichnen durch v^ = e^, Vjj = Cg. 
Es kann dann gezeigt werden, dafs jedenfalls die Gleichungen 
bestehen müssen: 

^^ ^5^ + «1. V, + e,y ^,(t7„ v,y ' 

^5(^1 + «II «^2 + ^ty ^d'Oi.^iy ' 



*) Cf. Eönigsberger, Grelle 65. 

Krauje, Tbetafuuktionen. 5 
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In der That, zonächst folgt, dafs für diejenigen Werte der Ver- 
änderlichen, für welche die drei Funktionen 'Ö'i(vi, Vg), ^^iv^y v^), 
'^isC^i? Vj) verschwinden, nicht auch die Funktion ^^(Vi, v^) ver- 
schwinden kann. 

Es folgt das aus der Formel des Additionstheoremes: 

(3) ^5* . ^5(^1 + «1, v^ + eg) . #5(t;i — ß,, Vg — O 

= -9^6(^1, v^y . ^si^u e^y + »i (vi, v^y . ^, (e,, e^)^ 

+ ^si^u V«)* • ^^{^17 ^y + ^13(^1, v^y • ^is(e„ e^y. 

Wenn also die drei ungeraden Thetafunktionen auf der rechten Seite 
mit den Argumenten e^ und e^ verschwinden, so müfste auch die linke 
Seite flir beliebige Werte von v^ und Vg verschwinden, was nicht geht. 
Anderseits ist nun fQr beliebige Werte von e^ und e^: 

(4) ■ «•g . -O-g . #g(t;i + 61, Vg + 6g) . 0'5(t;i — c^, Vg — ^) 

= -^5 («^o ^2) • ^2 (Vi, V2) • ^5 (ßiy «2) • -^2 (^i> «2) 
— -^1 (vi> «^2) • -^12(^1, «^2) • -^1 (^17 «2) • -^«(«i» ^) 
+ -^3 («'i? «^2) • '^28(«^i; ^2) • ^s (ßi> ^) • ^23(^1; «2) 

— -Ö-isK, Vg) . Ö-oiCVi, Vg) . -ö-isCCi, Cg) . 'Ö'o4(6i, Cg). 

Für die speziellen Werte e^ und e^ ergiebt sich dann: 
Genau so würde folgen: 

(ß\ ^ »(^1 +gii t ^ « + O „ J^ö. , :?i«(?i.L^ . '^is^ii «^«) 

^ ^ »^{^1 + ei, v^ + e^) «■„ ' -^.(Ci.Cs) * ^5(»i,^8) ' 

also durch Division: 

Durch Substitution halber Perioden ergiebt sich hieraus die Be- 
ziehung: 

^ ^ ^6(«?l + «1, «'s + ««) ^1« ' -^«(«11 «*) * -^5(1^1» Vi) 

Setzt man aber in Gl. (7) v^ = — - c^, Vg = — Cg', so ergiebt sich: 

/Q\ ^1« (^11 g>) __ ^1» _ 

W ^,(e„gsr" ^s*"' 

so dafs wir in der That die Beziehung erhalten: 

Das analoge würde für die Indices 3 und 13 folgen. 



§ 20. Über das gleichzeitige Verschwinden der ungeraden Thetafonktionen. 67 
Nehmen wir femer den Ausdi^uck: 

so ist diesbr eine Thetafunktion 2^ Ordnung mit der Charakteristik 
Null, kann also nach früher angegebenen Regeln durch die uraprOng- 
lichen Thetafunktionen dai^estellt werden. 

Es ergiebt sich dann, wie unmittelbar klar, die Beziehung: 

8« log «.(»,,»,) 3'*5 (»,,»,), 1 



(11) 






, /g».(P.,t> .)o V _i 









Ebenso folgt: 
(12) 

+ 
+ 
+ 



a'io8».(t .,.p.) _ d*»,{v„t>,\, 



9 






Die Indices Nall auf den rechten Seiten bedeuten, dafs die Differen- 
tialquotienten fUr die Nullwerte der Veränderlichen zu bilden sind. 

Hieraus folgt, dafs die zu bestimmenden Werte e^ und % jeden- 
falls den Gleichungen Genüge leisten müssen: 

aMog^s(t>, + gii p« + gi) _ g*iog^ B(<^i »^t) 

(13) 



a«! . at;, a^i . ar. 

Durch Integration ergiebt sich hieraus die Beziehung: 

(14) ^,(t;, + e,, v, + e^)~ 6^->+«-«+- . ^^(t;,, i;,), 

wobei p, q, r Konstanten bedeuten. 

Seien nun c/, e^' andere Werte, für welche ^liv^^v^), ^$iv^fV2)f 
^liiPiyV^) zu gleicher Zeit verschwinden, so erhält man analog: 

(15) »,(v, + e,% r, + = c'>.-»+^. •-«+'•» . »,{v,,v;). 
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Also: 

Mithin erhalten wir: 

(16) pei+ qe^'—Pie^ — «i^g = 2sn;i. 
Nun entsprechen den speziellen Werten: 

^1 = U, Cg — 15 ^1 J., ^2 ™^ ^5 ^1 "^ '^11; ^ ""^W? ^1 '^12? ^ ^^^ '^22 

die Werte 

l>i=Q; 9^1 = 0; i>i = 0, Ji=0; i)j=— 23ri, gi=0; ft=0, gi=~23ri. 

Hieraus ergeben sich dann die gesuchten Werte in der Form: 

(17) Cj = m + «iTii + njjTij; e^ = w^ + n^x^^ + WgTgjj. 

Da nun für diese Werte die drei übrigen ungeraden Thetafunk- 
tionen auch yersch winden^ so erhalten wir den 

Lehrsatz. 

Die sämtlichen Werte der Argumente, für welche die 
sechs ungeraden Thetafunktionen verschwinden, sind von 
der Form: 

Aus diesem Lehrsatz folgt dann mit Hülfe weniger Schlüsse der 

Lehrsatz. 

Die hinreichenden und notwendigen Bedingungen dafür, 
dafs die 15 hyperelliptischen Funktionen mit den Argu- 
menten t«i, U2 ^' ^* ^^^ Funktionen aZa(U|, ti^) gleich den ent- 
sprechenden hyperelliptischen Funktionen mit den Argu«- 
gumenten 1*/, v^ d. h. gleich den Funktionen «^«(m/, m^') sind, 
bestehen in der Existenz der Gleichungen: 

u^ s= u^ -(- 2mZii + 2miiLi2 + 2w, 1^^/+ 2n<^K^,^y 
Mj = tig' + 2mE^^ + 2^1 £"22 + 2wiÄ2/4" 2*12X22'. 
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§ 21.*) 

Die rationale Transformation der hyperelliptisol^en Fnnktionen 

erster Ordnung. 

Denken wir uns die 16 ursprünglichen Thetafunktionen für neue 
Argumente t;/, v^ und neue Moduln r^/, r^g', x^ gebildet, die den 
Konvergenzbedingungen Genüge leisten, so können mit ihrer Hülfe 
neue hyperelliptische Funktionen gebildet werden, deren Argumente 
durch ^l^ und u^ bezeichnet werden sollen. Die den Gröfsen K ent- 
sprechenden Grofsen bezeichnen wir durch die Buchstaben C. Das 
Problem der rationalen Transformation der hyperelliptischen Funk- 
tionen erster Ordnung lautet dann: 

Es sollen die hinreichenden und nötwendigen Be- 
dingungen dafür aufgestellt werden, dafs die Funktionen 
mit den Argumenten m/, u^ und den Gröfsen tu', r^g', t^^ sich 
rational durch die Funktionen mit den Argumenten t<|, u^ 
und den Gröfsen r^i, r^^; ^22 ausdrücken lassen, unter der 
Voraussetzung, dafs die Relationen bestehen: 

U^ = Jlf 2 . M, + Jtfj . Mg. 

Es ist hiermit die Bedingung gesetzt, dafs den Werten u^e=u^^=:Q 
auch die Werte w/= 0, «2'= entsprechen. Es braucht kaum her- 
vorgehoben zu werden, dafs mit Hülfe des Additionstheoremes der 
allgemeine Fall, dafs w^ = 0, Wg = beliebige Werte w/ = w/®), 
112'= Ug^®^ entsprechen, auf den speziellen zurückgeführt werden kann. 

Es ist nicht schwer, eine Reihe notwendiger Bedingungen auf- 
zustellen. Wenn die Funktionen mit den Argumenten u/, %i^ sich 
rational durch die Funktionen mit den Argumenten u^, v^ ausdrücken 
lassen, so müssen nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen 
die Relationen bestehen (1): 

Mo ..^12 + M, . Zg, = \ . C,, + &;. <7i2 + h . C,^ + 63 • Cn , 



*) Cf. Hermite 1. c, Eönigsberger GreUe 65, 
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^ • -^11 + ^ • ^ii = ^0 • ^81 + ^ • ^M + ^ • ^92 + ^ • Ci/, 
Jlfj . JTjj 4" -^8 • -^23 ^^ ^0 • ^21 "I" ^1 • ^2« "(" ^2 • ^22 "!" ^3 ' ^21 > 
-Mg . Äi2 + ^^8 . Ä22 = Cq . Cjji + C^ . Cj2 -|- Cg . Gj2 "T ^ • ^21 ; 

M^ . Äii + Jfj . ^^21 •™' ^0 • ^21 + ^1 • Q2 "f* ^ • ^22 4" ^^3 • ^2l'" 

Setzen wir: 

(2) «0 + «8 • ^1/+ <h • '^12'= A; »1 + ^ • 1^12'+ <h • '«^22'= A 

und föhren analoge Groüsen B^ C, D ein, so können vermöge der 
Relationen, die zwischen den Gröfsen t und C bestehen , die Glei- 
chungen in die Form gebracht werden: 

Mo . JTn + Jfi . ^21 = Ca . Äq + C12 . ^1 , 
^0 ' ^12 + ^1 • -^22 ~ Cii • -^0 + Ci2 • -Si? 
-^0 • ^1% + "^1 • ^22 =• Cii . CJj + Cig . Ci , 
Mo . ir,;+ J[f, . Ä21 = Ca . i>o + c,, . A; 

-^2 • -^11 H" -^ • -^21 '^ ^21 • -^ H" ^22 • -^1 ) 
-3^ • -^12 "1 ""^ • -'^22 ''^ ^21 • -^0 1 ^22 • A> 
J^ . Ä12 -f" M^ . Jr22 '^^ ^21 • Q) "h ^22 • ^1 } 

M^ . Za'+ M, . £21'= C21 . Do + C22 . A. 

Denken wir uns in diesen Gleichungen die Gröfsen K' ersetzt 
durch die Gröfsen K und t, so ergeben sich die Gleichungen: 

/Ä\ • ''^ii 1 Bq • r|2 =^ IJq, Aq . ri2 + -Dq . t:22 =* Cq, 

(4) 

-^1 • "^ii 1 -"1 • ^12 ■"* A * -^1 • '*^i2 "r A • '''22 ^"^ ^1 ; 

oder also: 

( A . A - ^0 . ^ ) % 1 = -Do . ^1 - ^0 • A , 

(5) K . A - A • ^1)^12 - A . A - A • ^1 = c;>A - ^0^1, 

(-^0 • A A • -^1) ^22 *== -^0 • ^1 — ^0 • -^1 • 

Aus den Ausdrücken , die sich hiernach für rj2 ergeben , folgt^ 
dafs die Zahlen a, b, c, d nicht völlig unabhängig von einander sind, 
sondern den Gleichungen Genüge leisten müssen: 

«0 • ^1 + ^0 ' ^1 ~ ^0 • *i — ^0 • ^ = 0, 

(6) «0 • ^ + *o • ^ — ^0 • *2 ~- ^0 • ^ = 0? 

«0 • ^a + ^0 • ^ — ^0 • *3 — ^0 • ^8 = **? 
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aj . t^ + ^1 • ^ — Cj . 62 — rfi . «2 ■= », 

(6) »1 . djj + &i . Cj — Ci . &3 — rfi . «5 = 0, 

^2 • ^ + ^2 • ^8 — ^2 • 63 — ^2 • Ö3 =0. 

In diesen Gleichungen bedeutet n eine willkürliche ganze Zahl^ die 
wir den Grad der Transformation nennen. 

Führt man die Bezeichnungen ein: 

(7) (a. 6* — CLk bi) = {ab)ik , 

80 können die vorhin aufgestellten Ausdrücke von ti^, tj^, tr^g in 
folgende Form gebracht werden : 

N.r,,^ Woi + (ßb\, . r,/+ 2(d6)o3 . r,;+ (db)^ . x^ 

+ '(«0)28 (t,2 Tu . Tgj ), 

2V . ri2 = (ad)oi + (ad)^! . r^/ + (2(a(0o3 ~ w) r^; + (aeOo« • ^22' 

(8) * + (ad)23 (^12'^ — '«^a'- '«^'22)> 

I (^^)28 (''^12 ''^11 • ^22 ); 

^ — (<»*)oi + («6)31 • '«^1/+ 2(a6)o8 . ri2'+ (a&)o2 • ^22' 

+ (0^6)23 (^12 "^ii • ^22 )• 
Femer ergeben sich die Ausdrücke: 

K.Mq = (Cii . J^ + Cjg . ^1) S^i — (Cn . ^0 H" C^i2 • -^i) ^2i> 

K. Ml = (Cii . ^0 + ^^12 • -Si) ^n — (Cn • A + ^12 • -^1) ^12» 

(9).K.M, = (C21 . A + C,, . A,)K,, ~ ((72, . -Bo + ^22 • -»1)^21, 

Z . Jfg = (C21 . Bq + (^22 • B,) J?„ — (C21 . -4o + C22 . Ai) Är,2. 



-11 • -*^22 -*^12 • -"-21 



Denkt man sich die far die Gröfsen M gefundenen Ausdrücke 
in die Relationen eingesetzt, die zwischen den Veränderlichen u und 
den Veränderlichen u bestehen, femer die Veränderlichen u ersetzt 
durch die Veränderlichen v, die Gröfsen u durch die Gröfsen v, so 
ergeben sich die Beziehungen: 

(10) \ 01^02, 

V2 = ^1- Vi + ^l • ^2- 

Aus dem Gleichungssysteme (3) ergeben sich unmittelbar die 
Gleichungen (11): 
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und vier ähnliche, in denen an Stelle von 

Mq, M^, Cji, Ci2, C^i8, Cii 
die Gröfsen treten: 

-«Zg, ia3i O21, Ojg, C/22 y Ogi . 

Aus diesen Gleichungen folgt die Existenz des weiteren Systems (12): 



n 



n 

n 
3f 

n 
n 

IT 
n 



n 



Ms-Ch —M,.C,,) 



^•J^ti + ^-J^ia — &3-J^i2' — ^3-^1/j 



-"^S'Ci2 •"M'C22) ^^ d^,K^i + ^2*-^12 62"^12 0^2 •'^11 ; 

— Jlfg.Cii +Jlfo.(7j,)= rfg.JTgi + C3,iL22 — 63.-^22' — ö^--^2r? 

— Jfg.Cij + MQ.C22) = d^'K^i + Cg.iTgg — h^-K^t — ^•^2i'> 



Dasselbe ist aus dem ursprünglichen entstanden, indem an Stelle der 
Gröfsen C die Gröfsen K und umgekehrt gesetzt sind, femer an 
Stelle der Gröfsen: 

Mq, Jfi, M2, M^ 
die Gröfsen 



n3fj — n^i. — nM^ 



nM, 



M 



M ' 






endlich an Stelle der Gröfsen: 
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resp. die Gröfsen: 



% «1 


«2 «? 


60 61 


62 63 


^0 ^1 


^2 ^ 


do dy^ 


<^ Ä, 


<k ^3- 


- 63 — «8 


^2 ^ - 


- h^ — a^ 


dj — Ci 


h «1 


^0 — ^0 


*o <^o 



Hieraus aber ergiebt sich mit leichter Mühe, dais die weiteren 
Beziehungen bestehen (13): 

^11' (— ^ + «s-'^ii + h-'^ii) + ^i«'(— ^2 + 02-^11 + 62-^12) 

= Cq ^0'^12 ^0'^227 

^12' (— ^3 + «S-^ll + h-'^li) + ^22' (—^2 + Ö2-'^ll + *2-^12) 

tjg ( Cg -|- (l3.r|2 + 0^'f^22) I ''^22 ( ^2 "l ^'^12 l" &2''^22) 

Diese Gleichungen liefern die Ausdrücke: 

-Ni-'«^ii' = (cOo2 + (öc)o2.tii + 2(6c)o2.r,2 + (db\^\t^^ 

-Ni.r,/ « (c(Q,8 + (acXg.Tii + (2(6c),jj — w) tj^ + 0^6)18.^22/ 

« 

(14) + (a6Xj(ir„* — Tu .rjij), 

■ZVi-Tsa' •= (cf?)j, + (öc)„.Ti, + 2(6c)j,.Ti, + (d&),i.T,g 

+ (0^6)31(^12* — ^11 •'^22); 

2Vi = (cd!)28 + (ac)28.ir„ + 2(60)23. rj^ + (<^^)fü''^i2 

'T V^^m\^l2 '^ll«''^22)' 

Femer ergeben sich zwischen den Zahlen a, b, c, d, die wir 
mit dem Namen der Transformationszahlen bezeichnen wollen, 
die Beziehungen: 
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«0*^ +^1'^ — ^2-<^i —«3-^0 = 0, 

(15) «o-^s + »1-^ — «a-^i — «3-^o = »»7 

60.C3 + fti-Cj, — ia-c, — 63.^0 = n, 

60-^3 + h'^ — ^2-^1 — h'^o = 0, 

Eine leichte Betrachtung zeigt, dafs dioae Gleichungen auch unmittel- 
bar aus dem Systeme (6) hätten gewonnen werden können und 
umgekehrt. 

Endlich ergeben sich die Beziehungen: 



(16) 






Alle die aufgestellten Gleichungen stellen notwendige Bedingungen 
der rationalen Transformation dar. Es soll gezeigt werden, dafs es 
auch die hinreichenden sind. 



§ 22. *) 
Betrachtung der allgemeinen Transformation n^ Grades. Reduktion 

• 

derselben auf gewisse einfache Transformationen. 

Wir wollen uns jetzt zwei Transformationen nach einander aus- 
gedbt denken. Die Transformationszahlen der ersten bezeichnen wir 
durch die Zahlen a, b^ Cy d und behalten für dieselbe die früheren 
Bezeichnungen bei. Die Transformationszahlen der zweiten bezeichnen 
wir durch a, /3, y, S, nennen femer die den Gröfsen M und C ent- 
sprechenden M\ L, dann bestehen einerseits die Gleichungen (3) des 
vorigen Paragraphen^ anderseits die aus ihnen hervorgehenden, wenn 
die genannten Yertauschungen vorgenommen werden. Hieraus folgt 
unmittelbar, dafs die beiden Transformationen sich zu einer dritten 
zusammensetzen, gleichbedeutend mit einer dritten sind, die auf die 
ursprünglichen Gröfsen angewandt wird und deren Zahlen lauten: 

. jv ^, = ao . «, + ai . ft 4- Og . y, + Og . *„ 

*) Cf. u. a. des Verfassers Arbeit im 3^° Bande der Acta mathematica. 



Redaktion derselben auf gewisse einfache Transformationen. 
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■(!)• 



(7,= Cj,.«, + Cj./J, + Cg.y, + Cg.di, 
D, = dfo . «, + ^1 • /5« + ^2 • y* + ^ • **• 

Wir wollen uns nun allgemein eine jede Transformation , dören 
Zahlen die Gröfsen a, b, c, d sind^ durch die Determinante dar- 
gestellt denken: 



a. 



a, a« 



«3 



'0 



'0 



dr 






"3 



d<i dv 



und diese mit dem Namen der Transformationsdeterminante 
bezeichnen. Dann entsteht durch Anwendung zweier beliebiger Trans- 
formationen eine dritte, deren Determinante gleich dem Produkte der 
beiden ursprünglichen ist. Hierbei ist aber die Multiplikation so 
auszuführen ; dafs die Horizontalreihen der bei der ersten Transfor- 
mation auftretenden Determinante mit den Vertikalreihen der zweiten 
multipliziert werden. Diese Art der Multiplikation soll in der 
Folge beibehalten werden. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist die Reduktion der allgemeinen Trans- 
formationen n^' Ordnung auf gewisse einfache Fälle auf das Problem 
zurückgeführt, gewisse Determinanten vierter Ordnung als Produkt 
einfacher Determinanten darzustellen. Mit diesen Determinanten, 
zwischen deren Elementen die früher angegebenen Gleichungen be- 
stehen, deren Wert überdies gleich n^ ist, wollen wir uns zunächst 
beschäftigen. 

LehrsatE. 

Sei n=pk, wobei p eine Primzahl bedeutet. Dann kann 
eine jede Determinante (.4^ B^ Cg 2)3), die zu einer Trans- 
formation n^^ Grades gehört, in die Form gebracht werden: 

Hierbei gehört die Determinante (a^ b^ Cg d^) zu einer Trans- 
formation p^^y die Determinante («o ßi y» *») zu einer Trans- 
formation &^ Grades, ferner sind die Elemente 

^If ^y ^} ^2; %} ^3 

sämtlich gleich Null. 

Zum Beweise mufs nachgewiesen werden, dafs die folgenden 
Gleichungen zusammen bestehen können: 
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Oo-Äo = A>f &o-«o + ^lA = -So; <?o-«o + ^i/'o + ^-n = C;»! 

(2) rfo«i + rfi-/5i + rf2-yi + ^s*i-= A, 

«0-«2 = ^2; ^0-«2 + h'ßi = -^27 ^0«2 + ^^l'ß^ + ^2-^2 = CjJ^ 
d^M^ + rfi./52 +.^2-^2 + ^3-*2 = A> 

ao-Äj = ^3, feo-«8 + ^-ft = -Bsj Co-a» + ^i-A + ^2-^3 = G,, 

^•«3 + ^-ft + ^-^3 + ^-^3 =" A- 

Zu. gleicher Zeit müssen für die Elemente einer jeden der drei De- 
terminanten die früher entwickelten Bedingungsgleichungen bestehen. 
Für die Zahlen a^ b, c, d nehmen dieselben. die Gestalt an: 

«0 . dl + 60 • Ci — Co . 61 = 0, 

(3) %'di + ho-Ci =0, 

Wir nehmen zunächst an^ dafs die Gröfsen A^y A^, A^, A^ nicht 
sämtlich durch p teilbar sind. Dann folgt: 

«0 = 1> ^3 =P; A) = «0> A " «1; A = «27 -^3 *=■ «8- 

Wir machen ferner innerhalb der angegebenen Grenzen die Voraus- 
setzung; dafs keine Zahl 2^^ derart bestimmt werden kann^ dafs zu 
gleicher Zeit den xi^i* Kongruenzen Genüge geleistet wird: 

-B« — bQ.Ais^ Omoip «=0,1,2,8. 

Dann wird den Gleichungen: 

bQ.ds + bi.ßi = Bs • 
jedenfalls Genüge geleistet, wenn wir setzen: 

^0 = 0, 61 = 1, A = ßoy A = ßiy A = A7 A = A- 

Die Bedingungsgleichungen, die zwischen den übrigen noch nicht be- 
stimmten Grofsen a, b, c, d bestehen^ lauten dann: 

Nach Annahme ist mindestens eine der Gröfsen A, z. B. Aq, durch p 
nicht teilbar. Dann folgt aus der zweiten Annahme, dafs unter den 
Grofsen B mindestens eine, z. B. B^, existieren mufs, die von Bq ver- 
schieden ist und für welche nach dem Modul p 

A^B, - B,A, 

einen von Null verschiedenen Wert annimmt. 
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Dann folgt, dafs die Zahlen Cq und c^ stets so zu bestimmen sind^ 
dafs sie den Kongruenzen Genüge leisten: . 

Cq'Aq + Ci'Bq^Cq modpf 

Cq'Ai -{- Ci'B^^E Ci mod p; 

ferner folgt, dafs dann zu gleicher Zeit die Kongruenzen erfüllt 
werden: 

Co • -^2 + Ci . -Bg = Cg mod jj, 

Co-^ + 01-^8 = C7smodj). 

In der That, setzen wir: 

Cj = Co . -^3 + Ci . ^3 + ^8, 

und berücksichtigen, dafs die Gleichungen stattfinden: 

Aq . Cj -(- A^ . Cg A^ . Cj A^ . C/Q = U, 

A^,Jl>^ H" Ai.Jj^ — A^.Jjy — A^,Jjq = 0, 
so folgen die Congruenzen: 

Aq.6^ + A^.e^^-O mod p, 

^0 • ^8 + ^1 • ^2 ^ ö °^Ö^ P} 

d. h. 

^2 ^ <^s ^ mod p. 

Zu gleicher Zeit folgt aus der Bestimmung der Gröfsen Cq und c^ 
unmittelbar die Bestimmung der Gröfsen y^, y^, ^g, ^3. d© ^s** ^^^ 
der Kongruenz bestimmt: 

(^. Jo + ^-^o =^o™odi>, 

wenn noch hinzugenommen wird, dafs 

d, = Co 

ist. Setzen wir: 

Dg = do . ^2 + ^1 • ^2 + ^2; 

Ds = do . ^3 + dl . ^3 + Sg, 

und berücksichtigen die Bedingungsgleichungen, denen die Gröfsen 
Af B, C, D Genüge leisten müssen, so folgt: 

Sj zz «2 ^ Äg i^ mod p, 

d. h. auch die noch übrigen Gleichungen sind leicht zu erfüllen. 
Wir nehmen jetzt den zweiten Unterfall. 
Nicht alle Gröfsen Aq, A^, A2, A^ sind durch p teilbar, z. B. 
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nicht Aq, dagegen lafst sich eine Gröfse b^ derart bestimmen^ dals 
die vier Kongruenzen zusammen bestehen: 

JB, — 60 . ^, = modp ,«0, 1, «, s. 

In diesem Falle wird allen Gleichungen Genüge geleistet^ wenn wir 
setzen: 

«0=^07 «1=^1? «2=^2; «3=^3» n=C5),yi = Ci,y2-=C2>y3=C^s, 

P'ßo=^o — K'A} P'ßi = ^i — ^0'Ay P'ßi =^% — h'Ay 

P'ßs = S^ — h-^S7 

und dQ^ Öq, d|, d%f d^ aus den Gleichungen bestimmt werden: 

d^.A^ — 60 . (7, + p . *, = D,. 

Wir kommen zu dem zweiten Fall, dafs alle Gröfsen A^^ A^^ A^y A^ 
durch p teilbar sind. 

Nimmt man dann den ersten Unterfall, dafs nicht alle Grofsen 
jBq, ^1, B^, B^ durch p teilbar sind, so wird allen Gleichungen 
Genüge geleistet, wenn wir setzen: 

«o=l>> *o=0, 61=1, Co=0, c^^-Py do=0, ^1=0, ^2=0, ^8 = 1, 

und c^ aus der Kongruenz 

c^.BsmCg mod p 

bestimmen. Die Bestimmung der Grofsen a, ß, y, S ist eine ebenso 
einfache. In dem letzten Falle endlich, dafs auch sämtliche Grofsen 
B durch p teilbar sind, ergiebt sich: 

«o=l>7 ^0=0, 6i=i>, Co=0, ^2=1, do=0, d,=0, d^^O, Ä, = l. 
Die Bestimmung der Grofsen a, ß, y, ä folgt unmittelbar hieraus. 
Damit ist der Satz bewiesen. Nennen wir zwei Transformations- 
determinanten einander äquivalent, wenn die eine aus der aiidern 
durch Multiplikation mit einer Determinante entstanden ist, die zu 
einer linearen Transformation d. h. zu einer Transformation ersten 
Grades gehört, so folgt der weitere 

Lehrsatz. • 

Eine jede Determinante (Aq B^ Cg D3), die zu einer 
Transformation n^^ Grades gehört, ist mit einer andern 
Determinante (üq \ c^ d^) äquivalent, bei welcher die Ele- 
mente rechts von der Diagonale Null sind, die Diagonal- 
elemente positiv, ferner ein jedes der übrig bleibenden 
Elemente absolut kleiner als das entspechende Diagonal- 
element, so zwar, dafs b^, c^, d^, c^ positiv oder Null sind. 
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Endlich leisten die Elemente den beiden Gleichungs- 
systemen Genüge: 

«o-^ = ^i-^ =n, 00*^ = ^1-^ ^=**- 

Zwei Determinanten der angegebenen Formen können nie einander 
äquivalent sein^ ohne identisch zu sein. 

Zunächst folgt aus dem yorigen Satze unmittelbar ^ dafs eine 
jede Determinante {A^ B^ C^ D^) einer Determinante (Uq b^ c^ d^) 
äquivalent ist, bei welcher die Elemente rechts von der Diagonale 
Null sind und ebenso einfach können wir beweisen, dafs die Elemente 
in der Diagonalreihe positiv angenommen welrden können. Dafs die 
Zahl fco positiv oder Null und kleiner als fcj angenommen werden 
kann^ folgt aus der Gleichung: 





(4) 



ao 




fco fci 
Co Ci Cjj 
do dl djj d^ 





a. 



fco— rfci fci 



1 

r 1 








0-0 

1 
-r 1 



dl *2 ^ 

Analog ist der Beweis für die Zahlen Cq, Jq^ c^ zu geben. Aus 
den Gleichungen y denen die Elemente einer jeden Transformations- 
determinante Genüge leisten, folgt dann, dals die beiden Zahlen d^ 
und d^ von selbst dem absoluten Betrage nach kleiner als d^ sind. 
In der That, die eine dieser Gleichungen lautet: 

oder also: 

^ d'' 



_0 



Hieraus folgt, dafs d^ negativ oder Null, jedenfalls dem absoluten 
Betrage nach kleiner als d^ sein mufs. 

Femer besteht die Gleichung: 

Co . ^3 + Ci . e^ — C2 .dl ==» 0, 

Cj.d, ist negativ. Ist Cq.cI^ + c^.d^ positiv, so können wir es gleich 
e.c^.d^ setzen, wobei £<1 ist, also: 

d. 



BC„ 



dz c. 



Damit ist der Fall erledigt. Ebenso einfach gestaltet sich die Be- 
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trachtung in dem zweiten Falle, so dafs der verlangte Beweis ge- 
liefert ist. 

Wir wollen den aufgestellten Satz noch auf eine zweite Art 
beweisen 9 mit deren Hülfe sich unmittelbar die Zusammensetzung 
der allgemeinen linearen Transformationen aus vier speciellen nach- 
weisen läfst. 

In der That, versteht man unter x eine positive ganze Zahl 
und setzt; 

6,(x-i)=6„(«)J, + V«n b,C+^>=^b,CK &/» = 6«, V"'=fe„ 

do^''-'^'=d,i''\k+d,^''+», d;,(«+i)=d;,W, d/)=rf„, d,(o^=d„ 

so wird, wenn überdies x als gerade Zahl vorausgesetzt wird, eine 
jede Transformationsdeterminante gleich: 



(5) 



fl(o «1 Og Oj 

&0 ^ ** *s 

Cfl ''I ''2 '^' 

do dl d^ d. 






i« 1 
10 
10 
10 



I, 1 
10 
10 
10 



Wir wählen jetzt die Gröfsen l so, dafe für ein gerades r: 



o/+i) = 



wird. Die Bestimmung ist stets möglich. In. der That, wählen wir 
die Gröüsen l zunächst so, dafs die Grolsen a^^") mit wachsendem x 
fallen, so bricht die Entwickelung im Endlichen ab und zwar möge 



sein. Ist dann r eine gerade Zahl, so ist die Richtigkeit der Behaup- 
tung nachgewiesen. Im entgegengesetzten Falle setzen wir an Stelle 
der beiden letzten Gleichungen: 

die drei Gleichungen: 

«o"^*> = <^'^ Qr-l - 1) + V-»' + «0^^', 
<-'> + V'' «o"-'(- Ir - 1). 

Damit ist auch in diesem Falle der verlangte Beweis geliefert. Mit- 
hin folgt für ein gerades r die Gleichung: 
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«( 


»1 «2 «3 




Oo"> o, a. 







l, 


. 


1 




h 


1 




h h h h 




6oW 6i i, V'> 


10 







1 




Cq c^ c^ c^ 




c^W c c, c,W 


10 


• • • 





10 




^0 ^1 ^ ^ 




rfo<-' d, di d,<") 


10 




1 





Da aber die Gleichung besteht: 






Z 1 


l, 1 




1 Z 




10 






/£*\ 


10 


10 




10 




10 






(6) 


10 


10 




10 




10 


} 






10 


10 




1 




Zi 1 






so folgt, dafs wird: 






«0 ^l ^ ^3 




ao<''> 0| Og 


1 OZr 




1 





(7) 


h ^1 h h 

Cq Cj Cg Cj, 


= 




10 
10 


• • • 






10 
1 




^0 ^1 <^ ^ 




doW d, d, cL,(-) 


1 




h 


1 


Femer ergiebt sich unmittelbar: 






«O^'*^ «1 «2 




o, Oo^ Oj 




10 






(8) 




- 


6i V'> fcs<" 62 




10 
1 


• 








d,^^) 


c 


h d, ei^W 




dl do<') d,C-> 


d. 







1 










Mit der linken Determinante auf der linken Seite können wir wie 
mit der ursprünglichen operieren. Dann folgt: 



(9) 



a, Oo'') a, 
d, do« djC) d; 



1 r. 




1000 


0100 




0100 


0010 


• • • 


0.1 


0001 




z; 1 



tti«') V'-) 
6i(*) V^ h^""^ W^ 

Cl('> Co^*") C5<'') C2<'> 

d/*) do^'-) d^^*-) dgW 

Betrachtungen analoger Art, wie die vorhin angestellten, zeigen, dafs 
durch Anwendung einer geraden Anzahl von Determinanten der Form: 

1 

1 1 m 

■0100 

I 1 — m 

die links stehende Determinante auf der linken Seite reduciert wer- 
den kann auf eine solche, bei welcher nur das zweite Element der 
ersten Horizontalreihe von Null verschieden ist 
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Dabei findet die Belation statt: 



(10) 






1 


1 


m 


10 





1 — m 









1 




1 
1 


m' 




= 


1—m' 








1 

m 








1 










1 
■m 1 



1 










1 


1 

































1 


1 






1 m 

1 










1 









m 

1 





1 






1 






















1 


1 






1 







-m 
10 
1m' 
1 

m 

10 

1 «i' 

1 



Setzen wir femer ganz allgemein: 



«0 «1 



«c 



a. 



ßo ßi ßt ßs 

n Yi Y% ys 

*o *i *« *» 



«o«*' «,(*' a,<i> a,<« 

ß^^ ^i'" ft<'' ft'" 

y^(l) y^(l) y,(l) y,(I) 

V *l"' ««''' K 



(1) 







1 

1 f» 





1 






1 

m 





so folgen die Beziehungen: 



«0 


— 


«8^", 


«1 


/»o 


= 


ß^\ 


ßr 


yo 


= 


Yi'\ 


Y\ 



«/^>, «, 



= »»y»''> + y»"^ Y% = y|"^ n = 



— mai<i) + «o"), 

— rnftC) + /»„(•), 

— wy/i) + y(,<», 



Hieraus folgt dann unmittelbar, daüs durch Anwendung der Trans- 
formationsdeterminanten : 



10 

+ 10 

0+1 

1 



1 








l 





1 














1 














1 



1 














1 














1 





l 








1 



1 m 

10 

1— »I 

1 



eine jede Transformationsdeterminante reduziert werden kann auf 
eine Determinante von der Form: 



On 



ir 












\ 








Cl 


Cs 





ix 


d. 


^ 



\ 
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wobei dann die Relationen bestehen: 

(11) ao.Ä, = 6i.C2 = n, %^d^ + bQ.c^ = 0, «o^i + Vi" ^^ =0. 

Hiermit aber ist die gewünschte Beduction wieder vollendet. 

Für den Fall einer linearen Transformation kann das Problem 
noch weiter geführt werden*. In diesem Falle müssen die Diagonal- 
glieder der positiven oder negativen Einheit ^eich sein. 

Nun ist femer: 



(12) 



10 







1 


1 













10 


10 




10 


1 










10 


»» 1 




1 





1 







1 


1 




10 


m 





1 




10 


ihnlicb läfst sich die Determinante: 








10 










10 










m 1 














m ( 


) 1 













auf die vorhin aufgestellten Determinanten reduzieren. 

Hieraus folgt mit Hülfe weniger Schlüsse, dafs alle Transfor- 
mationsdetermiuanten, die zu einer linearen Transformation gehören, 
aus den Determinanten zusammengesetzt werden können: 






1 


+ 1 






























+1 


1 






1 








+ 1 


1 











1 


+ 1 











1 











1 











1 














1 











1 











1 


+ 1 











1 


+ 1 








1 











1 



In der Wahl dieser einfachsten Determinanten, aus denen sich 
die übrigen zusammensetzen lassen, bleibt eine gewisse Willkür. So 
kann z. 6. die zweite Determinante ersetzt werden durch: 



+ 









+1 





1 











1 


1 









6' 
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da die Relation besteht: 



10 


+ 1 




0-1 




1 







10 




1 







10 







1 




10 





10 
10 
10 
+ 10 1 



1 

Ö 1 1 

10 

10 



* 



) 



§ 23.**) 

Die Bestimmimg der Elassenanzalü und Einfahrung der 
repräsentierenden Transformationen. 

Es möge von jetzt an die Bezeichnung gebraucht werden^ dafs 
alle Transformationen n*^ Grades in eine Klasse gehören, deren De- 
terminanten einander äquivalent sind. 

Dann folgt, dafs die Anzahl dieser Klassen eine endliche Zahl 
ist und dafs wir als Repräsentanten einer jeden derselben eine Deter- 
minante der im letzten Satze definierten Art setzen können. Ist n 
eine Primzahl, so werden diese Determinanten die Form haben: 



I. 



n 
















n 
















1 
















1 





n. 

n 

10 

t n 

1 



m. 

10 

« n 

10 

i, — i n 



IV. 

10 

10 

n 



t 



ii n 



Für dieselben nehmen die Gröfsen v und t resp. folgende Werte an : 



Vi = n»i, t>j' = nv 



i> *ii 



I. 

nt 
II. 



ii> '^12 — **^i»> ^n 



nr^j. 



«I = nvi, »g = »j, T„ ^ nr„, «jg == Tj,, t„ 



n 



m. 

^ ' ., _i •,, ^ ' ^^. -- ' _ — *i "i"^ii 4*^*^ 1 » +**^a« 

^1 = ^1 + «^27 ^2 = ^^2} hl = ^ — } 

^12 *^^ ^12 I *^227 ^22 W^22* 



IV. 






'1 — «'n "2 — ""2} "11 



n 



} ^12 



^ ; 22 ^ 



*) Cf. Uenoch: De Abeliananim Fanctionnm Periodis. Berolini 1867. 
**) Cf. Krause: Acta math. 3. Dorn: Math. Annalen 7. 
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. Ganz allgemein gilt nun der Satz: 
Ist der Transformationsgrad n in seine Primfaktoren zer- 
legt von der Form: 

and sieht man von denjenigen Klassen ab^ bei welchen 
alle Zahlen a, b, c, d durch eine und dieselbe Zahl teilbar 
sindy so ist die Zahl der einander nicht äquivalenten Re- 
präsentanten gleich: 



n^ 



2a^— S 



(i+a/Xa;^-'^«;-^-«,-.!) 



«r-l 



Der Beweis dieses Satzes kann durch folgende Bemerkung von 
vornherein sehr vereinfacht werden. Seien h und l zwei zu einander 
relativ prime Zahlen, k^ und l^ die Anzahl der Repräsentanten ^ die 
zu ihnen gehören, so gehören zu der Transformation k.V^ Grades 
genau ki . l^ Repräsentanten. In der That, dazu braucht nur nach- 
gewiesen zu werden, dafs, wenn die Gleichung besteht: 





t*oi 





Wo2 




u^ 


t«04 


(1) 


Wqi Wji w^i 






^02 ^12 
«?o2 Wi2 «?22 


= 


^08 ^li 
^GS ^19 ^2S 


v^ Vu 

M^04 ««'U «^24 




^01 ^11 ^21 


^81 


^02 ^12 ^22 ^82 




^08 ^18 ^28 ^8 


^04 ^14 ^24 ^34 


und es ist: 




(2) 


% 


.a?8i ■' 


== **08'^33 "'y 


W« 


J'^SJ = ^04*^ " 


= 1, 



die Buchstaben mit zweitem ungeraden resp. geraden Index rechts 
den entsprechenden Buchstaben mit zweitem ungeraden resp. geraden 
Index links gleich sein müssen. 

In der That, zunächst müssen die Diagonalglieder einander gleich 
sein. Die Gleichung 



Moi - w. 



02 



^08-**04 



z. B. ist nicht anders möglich, als wenn: 



**0l **08> 



u, 



02 



M. 



04 



ist. 

In Betreff der übrigen Glieder folgt das nämliche. Greifen wir 
die Gleichung heraus: 

%-W02 + *'ll-^02 = %-«*04 + ^l8-<^047 ' 

80 folgt aus ihr: * 
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Vqs und Vqi sind positiv und kleiner als v^^, daher mufs: 

^Q» "^ ^'Ol 9 ^0» "^ ^04 

sein etc. 

Unter solchen Umstanden können wir uns auf einen Transfor- 
mationsgrad von der Form a" beschränken, wo a eine Primzahl ist. 

Die Frage nach der Anzahl der Repräsentanten ist dann damit ' 
identisch y die Zahl der Auflosungen der Gleichungen: 

»0 • ^ = ^1 • ^ = ^" 

(3) ao.(^ + &o-^=-0 

zu bestimmen, wenn überdies die früher angegebenen Bedingungen 
bestehen. 

Wir wollen nun setzen: 

(4) ao = a*o, 6i = a^», c^ = a^, d^ = a*-, 
und die Annahme hinzufügen, dafs: 

to^t,^t,^t3 
sei. Dann mufs sein: 

to + t3 = ti + t,. 

Ein solches System denken wir uns herausgegriffen und fixiert. 
Dann folgt die Gleichung: 

Die Gleichung lehrt, dafs i^ a^^ willkürliche Werte annehmen kann^ 
die Werte 0, 1, . . . a*» — 1, sie lehrt ferner, dafs einer jeden Grofse 
Öq eine und nur eine Gröfse (^ entspricht. 

Einen der soeben definierten Werte von h^ denken wir uns 
fixiert. Für denselben mufs die Gleichung bestehen: 

a^.di + &o • ^1 ~ ^0 • ^*' = 0. 
Mögen a^ und b^ den grofsten gemeinsamen Teiler ip besitzen, so 

lehrt diese Gleichung, dafs c^ ein Multiplum von _?_ sein mufs, dafs 

dasselbe im Ganzen also (p.a^"^ Werte annehmen kann. Zu einem 
jeden dieser Werte gehören a*« Werte von Cq, zu einem jeden Werte 
von Cq ein Wert von rf^, d^ kann endlich a*» Werte für ein vorgelegtes 
&o annehmen. 

Hieraus folgt, dafs bei einem festen b^: 

Wertsjsteme möglich sind. Hält man somit die Gröfsen t fest, so 
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existieren im Ganzen, wie leicht folgt: 

g ^o 1 

1 

dazu gehörige Repräsentanten, wenn unter q>(jf) der grofste gemein- 
same Teiler von ah und q verstanden wird. 

Die Summation ist leicht durchzuführen. Es ergiebt sich die 
Zahl der Repräsentanten gleich:' 

Hierbei ist die Voraussetzung gemacht worden, dafs: 

sei. Lassen wir diese fallen and bezeichnen ganz allgemein die 
kleinste unter den vier Zahlen tg, tj, i^, ^ durch t, so ist die Zahl 
der zu ihnen gehörenden Beprasentanten gleich: 

Dieser Ausdruck ist für alle möglichen Werte der Grofsen t zu 
bilden. Die Summe der Ausdrücke ist gleich der Zahl der Reprä- 
sentanteu. 

Wir wollen nun zunächst annehmen, dafs die Transformations- 
zahl die Form a^^' hat uud dann zunächst die Summe aller derjenigen 
Ausdrücke bilden, für welche t einen und denselben Wert hai Diese 
Summe kann geschrieben werden: 



(l + 1(?=11) 2:a«.4-»t. . 



Sie ist auszudehnen über alle diejenigen Werte von ig und t^, für 
welche der grofste gemeinsame Teiler Yon: 

die Gröfse a^ ist. 

Ist nun t von a verschieden, so ergeben sich folgende Wert- 
systeme: 

1) t3 = t, tg = t + A 

2) ts = 2a — t, tj = t + A 

3) t3 = t + fl, t, = t 

4) t3 = t + /t, t, = 2a'-t 



A=0, l,...2(a' — t). 



ft = l,2, ... 2(«— t;— 1. 



gg § 23. Die Bestimmung der Elassenaiizahl a. s. w. 

Ist a <» t, 80 giebt es nur einen möglichen Fall: 

tg = a , tj «=* d. 
Hieraus folgt; wenn t von d yerschieden ist: 

8(a'--t) 2(a'— t>-l 

1 

oder also: 

Wenn a' =» t ist, so folgt: . 

Diese Ausdrücke sind mit (l + - — ) resp. ^1 + —^ -\ zu 

multiplizieren. t kann der Reihe nach die Werte annehmen: 
0, 1, . . . a — 1. Bildet man die dazu gehörenden Ausdrücke, so ist 
ihre Summe der Anzahl der Repräsentanten gleich. Dieselbe ist 
leicht auszuführen; da in ihr nur Teilsummen von der Form ent- 
halten sind: 

Nach einigen Reduktionen ergiebt sich die gesuchte Zahl von Re- 
präsentanten gleich: 

«•"' + -^ [4^1- [«»-•+*(«*+ 1)- 1]- ^/ «»"+'] • 

Wir wollen nun alle diejenigen Repräsentanten ausschliefsen, bei 
denen alle Transformationszahlen einen und denselben Teiler gemein- 
sam haben. Dieselben können dadurch entstanden gedacht werden, 
dafs alle Transformationszahlen in den repräsentirenden Determi- 
nanten, die zur Transformation a*^"""^^*®** Grades gehören, mit dem 
Faktor a multipliziert werden. 
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Daraus folgt die gesuchte Zahl gleich: 

- -(5=1)7 [(«-' - 1)(«»-' + 1) - (««'-^ - IX««"'-» + 1)]. 

Nach einigen Reduktionen ergiebt sich dieser Ausdruck gleich: 

Ganz analog ist die Untersuchung in dem Falle durchzuführen , dafs 
der Transformationsgrad die Form hat: 

Dann wird die Zahl aller von einander verschiedener Repräsentanten, 
d. h. die Klassenanzahl, gleich: 

Die Zahl der von einander verschiedenen Repräsentanten dagegen, 
deren zugehörende Transformationszahlen keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen, wird gleich: 

a — 1 

■ 

Setzen wir daher im ersten Falle 2a = a^ im zweiten Falle 
2e '\- 1 = a, so folgt, dafs zu der Transformation vom Grade o^: 

\^J a — 1 

Klassen gehören, bei denen die Transformationszahlen keinen gemein- 
samen Teiler besitzen. 

§ 24. 

Die lineare Transformation der Thetafanktionen. Allgemeine 

Betrachtungen. 

Setzen wir in den sechzehn ursprünglichen Thetafunktionen an 
Stelle der Argumente und der Moduln die transformierten Argumente 
und Moduln, so lassen sich die auf diese Weise entstehenden Funk- 
tionen nicht unmittelbar durch die ursprünglichen ausdrücken. Es 
geschieht dieses aber, wenn wir die transformierten Grofsen mit 
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einer Exponentialfunktion multiplizieren. Wir sind dabei berechtigt, 
uns auf die lineare Transformation und die repräsentierenden Trans- 
formationen im allgemeinen Falle zu beschränken. Wir untersuchen 
zunächst die lineare Transformation und setzen: 

wobei ist: 

(2) a)=(ao.Vi+6o.t;2)(a8.t;i4-63.t;2) + (ai.t;i + 6i.r2)(a55.t;i + 62.t;8) 

+ (03. Vi + b^.v^y Ti/ + 2(a^.Vi + h.Vi)(a^.Vj^ -f b^.v^) %^^ 

+ (aj.Vi + 6g.t;2)^rg8', 

oder ,auch unter Wiederaufoahme der Bezeichnungen des Para- 
graphen (21): 

(3) o = V(A«s + A^,a^) + v^.v^iB^.a^ + Bi.a^ + ÄQ.b^ + Ai.b^) 

+ v,\B,.b, + B,.b,). 

Wir fassen zunächst den Fall A = 5 ins Auge. 

Vermehrt man dann Vi um 1, während v^ ungeändert bleibt, so 
wird t;/ um Aq, t?/ um A^ vermehrt; vermehrt man v^ um 1, 
während Vj ungeändert bleibt, so wird v/ um Bq^ v^ um B^ ver- 
mehrt; vermehrt man drittens v^ um tu, v^ um x^^y ^^ ^^^^ ^\ ^°^ 
Do, v^ um -Dj vermehrt, und endlich entspricht der Vermehrung von 
t?i und Vg um r^g resp. t^ die Vermehrung von v/ und v^ um resp. 
Ca und C.. 

Hieraus ergeben sich unmittelbar die Beziehtingen: 

^75(^^1, v,+ \) = (^1)^.^+^A .77^(1;^, t,^), 

Diese Gleichungen lehren, dafs die Funktion n^{v^j v^) eine Theta- 
funktion erster Ordnung ist, so dafs die Gleichung besteht: 

(5) n^(v^, t;,) = c.d^ [fj y (vi, t;^, z^^, t,^, t^), 

wobei c eine von den Grofsen v^ und Vg unabhängige Gonstante be- 
deutet und ferner die Gleichungen stattfinden: 

9i = «o-«8 + »1.02, fl'a = *o-*3 + h'hy 

Äg =Co.C3 + Ci.Cg, Äj =do«^8 + ^l-^- 

In analoger Weise könnten die übrigen Thetafunktionen untersucht 
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werden, indessen empfiehlt es sich, die allgemeine Formel aus der 
soeben gefundenen durch Substitution halber Perioden abzuleiten. 
Aus den früheren Betrachtungen folgen die Beziehungen: 

^1 = (^8 ~ <h''^n — h-'^ii)^! + (^ — «2-'"^ii — &2-'fl2)<'2'? 

Vj ^ (C^ ^•^12 ^3*^22/^1 "r V^ 062.1^12 02.^22^172 . 

Vermehren wir daher v^ und v^' um resp.: 

2 ' 2 ' 

so werden die Grofsen v^ und v^ vermehrt um resp.: 



9t -''U +9%'''l9 + K ^jjj 9l'-''l% +^/-^82 + V 



f 



2 2 

wobei die Beziehungen stattfinden: 

9l = ffl'% +S^2-«l— *2-^ — *1-Ö37 

V = — fl'i-^o— fl^2-Ci + Ä2-^ + *i-^; 
Ä/ = — g^.dQ — i/2 • ^i + *2 • ^ + *i • ^« 

Bei dieser Vermehrung erhalten wir nach einigen Reduktionen die 
Formel:*) 



(«) J7[U](--'^) 



wobei folgende Beziehungen stattfinden: 

a = tto . ag + «1 . Og, 6 = 60 • ^3 + ^1 • &2> 

+ 25fi/*a(co.62+^o-«2) + 2^iÄi(^o-i!^3 + rfo-«3) + 2^2Ä2(Ci'*2 + di'Ö2) 

+ 2flri(co.& + d^.a) + 2g^(c^.h + dj.a) + 2*2(^2.6 + dfg.«) 
+ 2Äi(c3.6 + (^.a), 

*) Cf. u. a. Krause: Math. Annalen 17. 
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^1 = 9l'^0 + ffi'^l +h'^ +^1-^ + ^0-^ +^1.^8. 

Die Grofse c ist eine von Vi und v^ unabhängige Eonstante, welche 
für alle Thetafunktionen denselben Wert besitzt. Die Bezeichnungs- 
weise auf der linken Seite ist analog der Bezeichnungsweise bei den 
Thetafunktionen gebildet 

Die Zahlen gj, g^, l^^', ^2 Tonnen einen jeden ganzzahligen Wert 
annehmen*, setzt man 

81 = 9i'; fls = 9/? ^1 = ^'u ^2 = ^2' mod 2 

und nimmt etwa an, dafs die Zahlen q\ fjf die Werte und 1 an- 
nehmen sollen, so wird der Faktor von 

auf der rechten Seite den Wert annehmen: 

''^ tti(Bi'-fli)+W8»'-9a)]+-^[(yi.Ai+y..»»)-(9t'-V+9i'.W)] 



e ' ' 



oder auch: 

in 



2 

e 



Üii . 01 + W • 9« — ^1 • *i — ^» ■ A«! 



Die Bestimmung des allen Thetafunktionen gemeinsamen Faktors 
c ist eine umständliche und von Herrn Weber*) durchgeführt 
worden. Wir beschränken uns darauf, in einfacher Weise das Qua- 
drat desselben zu bilden. 

Sei nun für eine beliebige lineare Transformation: 

^3^1 ^t, ^l/> ^1/. ^ti) h ^g,(^W V j) 

,QV 'ö'iC«^!', V. ^11'» *lj'/ *«') '^ «0 ' K^'^i^ ^i) 

^oii'Ol, %', ^iiS " ^li, ^m') __^ ^a^ (<^i. ^ t) 
^My Vt\ H\\ ^m\ ^tt) «0 ' ^aS^^' ^'»^ 

Differenzieren wir beide Seiten nach v^ und t;^, setzen nach der Diffe- 
rentiation v^ = v^ = und bilden links und rechts die Funktional- 
determinante, so ergiebt sich: 



*) Grelle 74. 
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^^^^ ^ ~7^^ ' «« e e e e ' 

Dabei bedeutet D die Funktionaldeterminante der Thetaquotienten 
auf der rechten Seite für die Nullwerte der Argumente, 6« die trans- 
formierten Thetafunktionen für die Nullwerte der Argumente und 
endlich ist gesetzt: 

(11) ^ = (ao + Oj . Ti/ + a^ . rij')(6i + 63 . r^/ + 63 . V) 

Wir wollen nun annehmen, dafs dem Index a der transformierten 
Funktion 0« die Gröfsen g^^^^ g2^"\ K^"\ W^^ entsprechen, dann 
folgen unmittelbar die Beziehungen: 



(12) 



g^m + g^m — p,(01) _ g^W _ g^(»*) _ g^(») == Q, 
g,m + «,,«»1 -g,m) _ <;^(*) _ ^,(»4) _ g^(U) _ 0, 
;»,<»)+ Ä,«») — Ä/»« - Ä,(*) - Ä,(»*) — A,(») = 0, 



Bezeichnen wir ferner die Charakteristiken der ursprünglichen Theta- 
funktionen, in welche die transformierten übergehen, durch 






so gelten ffir diese vier analoge Gleichungen. 

Dann aber lehrt die vorhin entwickelte Formel fQr die lineare 
Transformation der Thetafunktionen unmittelbar, dafs für eine be- 
liebige lineare Transformation, die den Index 5 in den Index ß 
überführt, die Gleichung besteht: 

(13) Qe'^ir • • */' 

wenn gesetzt ist: 

(14) /•= ao(^x««) - fi,n + «.(^i<»> - ^,<*o + <hik^'^ - ^^n 

Besonders einfach gestaltet sich die Formel, wenn die Transfor- 
mationszahlen, die in der Diagonalreihe stehen, ungerade, alle an- 
deren dagegen gerade sind. 
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Es ergiebt sich: 



Oo — 1 , bj — 1 



(15) 0^» = !^ * * .^^2. 

Hiermit ist die Bestimmung des Quadrates des konstanten Faktors 
völlig erledigt. 



§ 25.*) 
Die lineare Transformation. Spezielle Diskussion. 

Es mögen nun die erhaltenen Resultate genauer diskutiert werden 
und zwar beschränken wir uns hierbei auf die Diskussion von Theta- 
quotienten d. h. sehen von dem Faktor ab, welcher bei allen Theta- 
funktionen gemeinsam auftritt. 

Wir denken uns dazu die 16 Thetafunktionen in vier Horizontal- 
reihen geordnet und zwar in folgender Weise: 

5, Ol, 4, 23, 

34, 2, 3, 24, 

12, 02, 03, 13, 

0, 1, 04, 14. 

Diese Anordnung, die wir als die ursprüngliche bezeichnen wollen 
besitzt die Eigentümlichkeit, dafs die Horizontal- wie die Vertikal- 
reihen aus der entsprechenden ersten durch Substitution halber 
Perioden entstanden sind. 

Aus dieser Anordnung werden neue entstehen, wenn wir uns 
beliebige lineare' Transformationen angewendet denken. 

Zunächst mögen nur diejenigen untersucht werden, bei welchen 
die Indices der Thetafunktionen ungeändert bleiben, so dafs ein 
Unterschied nur in dem Hinzutreten achter Einheitswurzeln statt- 
finden kann. Alle diese Transformationen besitzen die charakterisierende 
Eigentümlichkeit, dafs die Diagonalglieder ungerade, alle anderen da- 
gegen gerade sind. Sie setzen sich ähnlich wie die allgemeine lineare 
Transformation aus einer Reihe von einfachen Transformationen der- 
selben Art zusammen. 

Wir nehmen zunächst die Transformationen: 



*) Ans der Litteratnr über die lineare Transformation greifen wir herans: 
Rohn: Math. Annalen 15. Wiltheiss: Bestimmung Abelscher Funktionen etc. 
Halle 1881. Krause: Math. Annalen 17, pag. 448. 
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Die zu ihnen gehörenden Gröfsen od' lauten resp. 
und 

Die nähere Diskussion ergiebt den 

^ Lehrsatz. 

Aus der ursprünglichen Anordnung ergeben sich durch 
Multiplikation zweier beliebigen Horizontal- oder Yerti- 
kalreihen mit i neue richtige Anordnungen. 

Nehmen wir ferner die Transformationen: 



1-2* 
1 

so ergiebt ihre Diskussion den: 

Lehrsatz. 

Aus der ursprünglichen Anordnung ergeben sich durch 
Multiplikation derselben zwei beliebigen Glieder zweier 
Horizontal- oder Vertikalreihen mit — 1 .neue richtige An- 
ordnungen. 

Wie eine leichte Betrachtung zeigt^ sind weitere Fälle nicht 
möglich. Alle andern linearen Transformationen müssen mindestens 
einen Index der sechzehn Thetafunktionen ändern. Offenbar genügt 
es hierbei die Transformationen nach dem Modul 2 zu betrachten. 
Wir greifen zunächst diejenigen heraus, für welche die Glieder der 
ersten HorizontalreihCy von achten Einheitswurzeln abgesehen, in sich 
selbst übergehen. IlHir dieselben müssen nach dem Modul 2 die 
Konguenzen bestehen: 

(1) = Co.C3 + Ci.C2, = do.<^ + di.d;, 
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§ 25. Die lineare Transfonnaiion. 



Man überzeugt sich leicht, dafs nur zwei Transformationen der ge- 
nannten Art bestehen, die vorhin betrachtete und die Transformation: 

10 10 
10 1 
10 

1 

Die Anwendung derselben ergiebt den 

Lehrsatz. 

Aus der urspünglichen Anordnung ergiebt sich eine 
neue, wenn in den drei letzten Hojrizontalreihen die ge- 
raden und die ungeraden Thetafunktionen einzeln unter sich 
vertauscht werden, nachdem eine beliebige der drei Hori- 
zontalreihen mit i multipliziert ist 

Alle weiteren Transformationen müssen eine Veränderung der 
Glieder in der ersten Horizontalreihe hervorbringen. Unter diesen 
greifen wir alle diejenigen heraus ^ welche eine der drei anderen 
Horizontalreihen ungeändert lassen, z. B. die zweite. 

Für diese Transformationen müssen die Thetafunktionen: 

^U7 ^if ^8; ^217 

von achten Einheits wurzeln abgesehen, in sich selbst übergehen. 
Eine einfache Diskussion zeigt, dafs vier solcher Transformationen 
existieren, deren Determinanten sind: 

1 
1 



h — h 



i 













1 







1 



€i und s^ können den Wert und 1 annehmen. Die nähere Dis- 
kussion dieser Transformationen, sowie der analogen, die die beiden 
übrigen Horizontalreihen ungeändert lassen, ergiebt unter Anwendung 
der bisher gefundenen Resultate den 

Lehrsatz. 

Bedeuten 6^, e^, e^ die Zahlen 2, 3, 4 in beliebiger Reihen- 
folge, so ergeben sich neue Anordnungen, indem man nach 

ni 



Multiplikation mit der achten Einheitswurzel j = e die 
e^ und e^ Horizontalreihe ungeändert läfst, dagegen in 
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der 1**"* und e^^ Horizontalreihe die 1*™* und e^^, e^ und 
e^^^ Glieder untereinander vertauscht. 

Hiermit sind die Transformationen erschöpft, welche von der 
Reihenfolge abgesehen, die Horizontalreihen, die Glieder derselben 
ungeändert lassen. Aufser ihnen giebt es nun auch Transformationen, 
die die Horizontalreihen in einander überführen. Die Diskussion der- 
selben liefert den 

^ Lehrsatz. 

Aus der urspünglichen Anordnung ergeben sich neue 
richtige, wenn die 4*® Vertikal- und Horizontalreihe mit 
der 2**° oder 3*®° vertauscht wird und die entsprechenden 
Glieder in der letzten Horizontalreihe mit negativem 
Zeichen versehen werden. 

Damit sind die Transformationen erschöpft, die die Horizontal- 
reihen in einander überführen. Bei diesen Operationen bleiben die 
Glieder der ersten Horizontalreihe sicherlich, von der Reihenfolge ab- 
gesehen, ungeändert, da sie aus lauter geraden Thetafunktioneu 
bestehen — es werden ferner alle 24 möglichen Anordnungen erhalten 
und zwar eine jede zweimal. Hieraus folgt, dafs die Zahl der erhal- 
tenen Transformationen gleich 48 ist. 

Nun ist die Zahl der möglichen Transformationen nach dem 
Modul 2 höchstens 720. In der That, es ist niemals möglich, 
dafs die sechs ungeraden Thetafunktioneu wieder in sich selbst über- 
gehen, es sei denn für die Transformation, bei welcher die Diagonal- 
glieder alle ungerade, die übrigen dagegen gerade sind. Hieraus 
folgt, dafs die Zahl der möglichen Transformationen höchstens gleich 
6!= 720 sein kann. 

Würde es daher möglich sein, weitere vierzehn von einander 
wesentlich verschiedene Transformationen herzustellen, bei welchen 
die Horizontalreihen nicht mehr von der Reihenfolge abgesehen, un- 
geändert bleiben, so wäre die Mannigfaltigkeit der linearen Trans- 
formationen erschöpft. Solche vierzehn Transformationen sind aber 
leicht aufzustellen. Es ergeben sich dann die Anordnungen, die in 
§ 8 gegeben worden sind. 

Damit ist die Theorie abgeschlossen und es handelt sich nur 
noch darum, einige Sätze herauszugreifen, die für die Folge von Be- 
deutung sind. Von dem allen Thetafunktionen gemeinsamen Faktor 
sehen wir hierbei ab. 

I. Es giebt lineare Transformationen, welche die vier Funktionen: 

Kraute, Thetafunktionen. 7 
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»sM, »iÄ4, »uM, *oW, 
überführen in: 

»M. i'-^td^l **-M»l. i'-*oW. 

vorausgesetzt, dafs a + & + c eine gerade Zahl ist. Einem jeden 
Systeme a, b, c entsprechen zwei und nur zwei nach dem Modul 
2 von einander verschiedene Transformationen. 

IL Versteht man unter ^aiv}y 'Ö'/^W, ^yi^}* ^^i'^} ^i® obigen 
vier Funktionen in beliebiger Reihenfolge genommen^ so giebt es 
immer zwei und nur zwei nach dem Modul 2 inkongruente Trans- 
formationen ; welche 

»Ä^l »lÄ^h »sM. ^oW 

überführen in: 

»M, »M, M^l »ibl 

III. Es giebt lineare Transformationen^ welche die vier Funktionen: 

»M, »iM. »mM, »oM 

überführen in die Funktionen: 

»A{^l»A% »oM, »Ä'-l «-siH e-o ((")). i-^i W, i-M4; 
*f,(H*.((4. »nH «-osW; M»)). »A4.J-»*blJ'»Jv 

»t.H»oivl »A^l M4; *oW» »iM, J-»A^l J-Ki^ 

^osW, »•^mIO'I, i.*o.(H i-*34((t')); 

Diese Sätze können in den folgenden zusammengefafst werden: 

IV. Bedeuten 

und 

j'" ■ »M> i"- • »M> 3"" • »My J'" ■ »M 

zwei beliebige der soeben hingeschriebenen Funktionensysteme ^ wo- 
bei die Reihenfolge eine beliebige ist^ so giebt es immer zwei und 
nur zwei nach dem Modul 2 inkongruente Transformationen^ welche 
das erste System überführen in: 
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wobei die Zahlen a, b, c die einzige Bedingung erfüllen; dafs ihre 
Summe eine gerade Zahl ist. 

V. Unter den 48 linearen Transformationen , welche eins der 
vorhin hingeschriebenen Quadrupel von der Reihenfolge der Glieder 
abgesehen in sich selbst überführen, giebt es je acht, welche eine 
beliebige der zwölf übrigen Thetafunktionen ^Jlv} in eine beliebige 
andere derselben Art (gerade oder ungerade) überführen. 

Sind d-a^iv}, ^a^iv} und 'Ö'a.W, 'ö'a^W aus dem vorgelegten Qua- 
drupel die beiden Paare, welche mit ^tiv} und einer vierten Funktion 
&^v} ein Gopelsches Quadrupel bilden, so führen die Transformationen, 
die ^t([v]j in d-Jlv} überführen, das Quadrupel 

#a.W, »aM, ^44, »alv} 



über in die Funktionensysteme: 






M4, »d^h 


»".(vi 


«•44 , 


Kiv)), ».M, 


»"M, 


M«)). 


»aM, »'^M, 


Kiv}, 


»"ivh 



und in die hieraus entspringenden. Die achten Einheitswurzeln sind 
aas den früheren Sätzen leicht zu bestimmen. 

In analoger Weise kann man mit den Quadrupeln verfahren, die 
aus zwei geraden und zwei ungeraden Funktionen bestehen. Wir 
begnügen uns damit, folgenden Satz anzugeben. 

VI. Es sei ein Quadrupel von zwei geraden und zwei ungeraden 
Thetafunktionen vorgelegt, dann giebt es 16 von einander verschie- 
dene lineare Transformationen, welche, von achten Einheitswurzeln 
und der Reihenfolge abgesehen, dieses Quadrupel in sich selbst über- 
führen. Es werden unter Rücksichtnahme darauf, dafs gerade Theta- 
funktionen in gerade und ungerade in ungerade übergeführt werden, 
viermal die möglichen Kombinationen hervorgebracht. In Bezug auf 
die achten Einheits wurzeln gilt ein analoger Satz, wie bei den Qua- 
drupeln, die aus lauter geraden Thetafunktionen bestehen. 

§ 26.*) 

Die lineare Transformation der hyperelliptischen Funktionen. 

Indem wir die lineare Transformation der Thetafunktionen ent- 
wickelt haben, ist zu gleicher Zeit die lineare Transformation der 



Cf. Krause: Grelle 98. 

7* 
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hyperelliptischen Funktionen im wesentlichen erledigt. Wir finden 
jedenfalls den 

Lehrsatz. 

Die transformierten hyperelliptischen Funktionen lassen 
sich^ im Falle die Transformation linear ist^ rational durch 
die urspünglichen ausdrücken. 

Einer besonderen Erwähnung bedarf lediglich die Bestimmung 
der Grossen Jf^, M^y M^, M^. Wir haben gefunden: 

K.M2 = (Cif^Q + ^22--^l)-^22 (^H'Bq + C2^.Bj)K2iy 

In diese Gleichungen setzen wir die Werte ein, die wir seiner 
Zeit für die Grofsen, die auf der rechten Seite stehen^ gefunden 
haben. Die transformierten Thetafunktionen für die Nullwerte der 
Argumente bezeichnen wir durch 6«. Nehmen wir nun an, dafs für 
die vorgelegte Transformation wird: 

. ^24(^1 , V«) = «1 . f . »a(Vi y Vg) , 

WO £| und £2 ächte Einheitswurzeln bedeuten und s der allen Theta- 
funktionen gemeinsame Faktor ist, so folgen leicht die Formeln (3): 

X M = -'-^'*-^''-' ^«AV:^«' 

•(^3>l)o • ^«'Wo — '^3'(*2)o- -^«'(^1)0), 

/ 003.914.00.0,4 ^OS-^H'^0^14 

j^^jy^ tlllL^M^^A^^ '^•vi^^^L.V 

001 • ®1 8 • ®J3 • ®2 • ®oa •00-014 "^01 • '^1 J • "^«8 • "^S ' "^03 • '"o ' ^1 4 

K M = g».g. 0S4*'Q4*Q6* ^3 4 '^4 •'^S ._ 

3= 001. 0„.0js. 0^.008. 00.0,4 ^03 -^l«- '^0-^14 

Von besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Transformationen, 
für welche entweder: 
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« = 24, ß= 3, 



oder aber: 



a 



3, ß = 24t 



wird. Im erstereD Falle ergiebt sich: 



3fn = 



fig.Q34-^4-Q& ^i^S'^o-'^oa -'^u 







(4) 



M,^M, = 0, 



M.= 



g».g.e3,«.0,«.06« 

001 . 01, . 0,3 . 0, . 003 . 00 . Öi4 



-0^34 .^4 .ITg 



Im zweiten Falle wird: 



M. 



Jf3 = 0, 



(5) 



M,= 



1/,= 



— Sl.«. 034. 04. 05 ^Qi '^18-^^I3'^2'^03'^0-^14 



öo8.ei,.0o.0i4 

-f,.fi.0,4^04^0, 



'^l»'^0-^03-'Ö"i4 



0oi.0i,.0,8.e,.0o3.Ooöi. 



'^34-'^4-'^6 



Solcher linearer Transformationen giebt es in jedem Falle nach dem 
Modul 2 je 24. Unter ihnen sind wiederum diejenigen von be- 
sonderer Bedeutung, die ^^{v} in d^^iv} überführen. Solcher giebt 
es in jedem Falle vier und zwar sind es im ersten die Transfor- 
mationen : 



10 
0—1 
10 



10 1 



1 







1 










1 





1 


1 


1 1 







.1 


1 










1-1 










1 
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1—1 
0-1 0-1 
1 



Im zweiten Falle ergeben sich die Transformationen: 



110 


10 10 


110 


10 10 


10 


10 1 


11 


0-1 


1-1 


10 


10 


10 1 


1 


1 


1 

I 


1 
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§ 27.») 

Darstellung der Differentialqaotienteii der liyperelliptisolieii 
Funktionen und gewisser Verbindungen derselben für beliebige 

Werte der Argumente. 

Es sollen nun die in den früheren Paragraphen entwickelten 
Methoden dazu angewandt werden, um eine Reihe wichtiger Probleme 
in der Theorie der hyperelliptischen Funktionen zu lösen. 

Wir behandeln zunächst das Problem, die Differentialquo- 
tienten der hyperelliptischen Funktionen zu bestimmen 
Die Losung desselben beruht im wesentlichen auf der Darstellung 
der Thetafanktionen n*®' Ordnung durch die gewohnlichen Thetafunk- 
tionen. Die zu entwickelnden Sätze sollen im folgenden nicht in der 
allgemeinsten Form gegeben werden. Es gestaltet sich alles einfacher, 
wenn man von speziellen Thetafunktionen ausgeht. Die allgemeinen 
Sätze lassen sich aus den auf diese Weise gefundenen ohne alle 
Mühe ableiten. 

Wir betrachten zunächst den Ausdruck: 

Derselbe hat jedenfalls die Form: 

wobei die Gröfsen Cmn konstante Grofsen bedeuten. Ferner aber 
leistet der Ausdruck den Gleichungen Genüge: 

Drittens endlich ist der Ausdruck eine ungerade Funktion der Ver- 
änderlichen Vj und Vg. Hieraus folgt, dafs wir es mit einer Theta- 
fuuktion 21^' Ordnung zu thun haben, deren Charakteristik gleich 
der von ^^(v^j v^) ist und welche ungerade ist. 

Verstehen wir unter (a, b, c, d) eins der sechs Göpelschen 
Quadrupel: 



*) Cf. Krause: Math. Annalen 25. 
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(1,01,02,2), (1,01,04,4), (1,01,3,03) 
(3,03,4,04), (3,03,02,2), (04,4,02,2), 

wobei die Reihenfolge innerhalb der einzelnen Quadrupel von Be- 
deutang ist, so erhalten wir die Darstellung: 

= ^eaiiY^'^a{v^, V^y-»ö(Vi, V^Y-d'^Vi, V^Y'^d^V^y V^\ 

wobei die Beziehungen bestehen : 

« + /3+y+d = 2ifc, y + d--0mod2, /3 + iJ=i 1 mod2, *<4. 

Die Grofsen Ca^yd sind Konstanten. 

Führen wir nun, wie es in den früheren Paragraphen geschehen 
ist, an Stelle der Thetafunktionen die hyperelliptischen Funktionen 
ein, so erhalten wir die Gleichung : 

(A\ ^\f^hS^x > 3) 
^^ ;)« 2*— r— 1 o„ r 

= ^Oa^Y^'^^^i^i) u^Y-ahitiiy u^y-alciu^, u^y-al^Ui, u^Y, 
<^ + ß + y + S = ^^f y + d = 0mod2, /3 + d:^ 1 mod2, *<4. 

Als speziellen Fall wählen wir 2; «= 1. Für denselben ergeben 
sich die Formeln (5): 

= Cos'"-«^ W)-«^oiW + e,s'"-«U(«))-«'4 W 
= eo,W.aZ, ((M)).aU«|+eu<"-aU«l-«'. W 

Die Bestimmung der Konstanten erfolgt am einfachsten dadurch, 
dafs wir aus einer dieser Gleichungen durch Substitution halber Pe- 
rioden eine Reihe anderer ableiten und in diesen u^ =su^ = setzen. 
Nehmen wir z. B. die fünfte Gleichung und setzen in ihr an Stelle von: 

^oxi^u ^2)7 ^'--^iK, ^2); «•'^0 (Vu ^2)7 ^5 K, ^2); -^24(^1; ^2); i'^isi^i, v,\ 
^osK; Vj), i.^aC^i; V2),-^'- ^24(^1, ^2)7 ^13(^1; ^2); i-^o i^u '«^2)7 ^6 (^n ^2)7 
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80 ergiebt sich die Bestimmung der Eonstaiiten Cq^^*^ und 615^*^. Wir 
erhalten auf diese Weise die Formeln (6): 

= ^^(l+x»)a^lW.o^„^w 



i.' 



oioiW • 0^4 W 



In ähnlicher Weise ist der erste Differentialquotient nach a^ zu 
bilden. Die Eoefficienten setzen sich auch rational aus x^, A', (i^ 
zusammen. Das analoge gilt für alle Thetafunktionen. 

Mit Rücksicht auf die kommenden Betrachtungen ergiebt sich 
hieraus der Satz, dafs die Eoefficienten, welche in der Darstellung 
des 2x — l^^ Differentialquotienten auftreten, rationale Funktionen 
von jc*, A*, ft* sind. 

Die soeben entwickelten Formeln führen unmittelbar dazu, die 
Werte der zweiten Differentialquotienten für die Nullwerte der Argu- 
mente zu bilden. 

Wir wollen dazu die Ausdrücke: 

und 



für die Nnll werte der Argumente bezeichnen durch: 
Alsdann erhalten wir die Beziehungen (7): 

«C K)o = ^S «C (wi, «2)0 =f**-*S 

«C K)o = — /*^S «V («1 ; "2)0 = — ^^ f*i*, 

<^K' {^)o = — 3^^ f*^', 
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«W(«i)o= «*, «^'o8(«i> «ii)o'=**-fS 

««"«»Wo = «*(- A» + ,»* + A* . (,'), 

«^u"(«i)o = «* — fi*> o?'u(«i» ««»)o = ''''•***. 

o^'uWo = **•*»*. 

«^s"(«i)o = — *i*. «f mK » «»)o *= — «* -PS 

« W(«i)o = A ,*, o r'jX«, , u,)o «= /i» . Ax* , 

o^'M(««)o = Ax*.;t*, 

« V («1)0 = — <*1*. «^'s («1, «»)o = — X* . /*i*, 

«^'» («*»)o = — X* . A* . /t,*. 
Wir betrachten jetzt die Funktion: 

80 leistet diese den Bedingungsgleichungen Genüge: 

-PV. r, .(f , + 1 , V,) = -fi, r, .(«1 , Vg), 

Überdies ist die Funktion eine gerade Funktion von v^ und t;,. 

Hieraus folgt unmittelbar, dafs, wenn (a, b, c, d) ein beliebiges 
Göpelsches Quadrupel ist, dann die Gleichung stattfindet: 

Die Zahl der willkürlichen Konstanten beträgt SÄ:'-}' ^* OfiPenbar 
können in dieser Gleichung an Stelle der Thetafunktionen wiederum 
die hjperelliptischen Funktionen eingeführt werden, so dafs wir 
einen Ausdruck für das Produkt zweier 2k — 1**^ Differentialquotienten 

Yon a^oC^i' **2) erhalten. 

Als Beispiel wählen wir wiederum den Fall ä; «= 1, und zwar 
nehmen wir das Quadrupel (5, 0, 12, 34). 
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(11) »,{v, , v,y . [i^^_^\ = (?o . ^6 W + ^1 . ^oW 

Die Bestimmung der Eonstanten erfolgt am einfachsten durch Sub- 
stitution halber Perioden. Man erhält auf diese Weise 16 Gleichungen. 
Setzt man in denselben ti^ = ti^ = 0, so ergeben sich die Bestim- 
mungsgleichungen für unsere Eonstanten in folgender Form (12): 

-O-j _iyj>_ - A2_L./, A« 

^84 '^4 '^6 

= ^2 . '9'j4 4" ^8 • *^28 ; 

= Co. V + e, . V + ^3- V'-^u*, 

= ^0 • ^\^ + ^1 • -^23* + ^3 • '^23* • ^\^J 

^14 -^oi''^» ■ 'Q'as' ^ A4lp A4I^ 0.20.2 

84 6 

^/•'^la '-^oi* _,^ A4l^ A*4./, A^A» 

^g'.'O' o'.'^oi* A*4-/» A*4-/> Ä*Ä* 

V84 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Werte: 



e« = e, = 
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'0 "' V—»..* '^ ^ '^ «•,*-*..* ' (13) 

Führen wir in unserer Formel an Stelle der Thetafanktionen 
die hyperelliptischen Funktionen ein^ so ändern sich die Konstanten. 
Bezeichnen wir die neuen Koeffizienten durch e^ ...e^ , so wird (14): 

N.e: = x,«(x« + A^ - iL% N.e,' = - x,» . A^ fi/, 

Setzen wir ferner: . 

(15) ^-^ . l^^'l = e„' + e/. «a«r + e,'. ai.,((«r 

so folgt (16): 

I 

Genau so folgt: 

(17) ( ^"'f;'"* ^-)' = «o' + «/ • <w + «.' . «i«c«r 

+ <. 0^0 W • «^i W • a'ijf«]) » 
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N.eo=X\fi^\x^ + X^ — xKk^), N.e,'= x^fi,«. iix\x^+ A«— x^ A^, 

In ähnlicher Weise würde sich ergeben^ dafs auch im allgemeinsten 
Falle die Eoefßcienten rationale Fanktionen von «*, A*, ft* sind. 

Für die Folge ist es ferner nöthig, Produkte von der Form zu 
betrachten: 

Wir finden diesen Ausdruck gleich: 

a + ß + y + d^U, y + tf = 0mod2; ß + d=l mod2.d<4; 

(0, 5, c, d) bildet ein Göpelsches Quadrupel. 

Als speziellen Fall wählen wir wiederum 7i; = 1. 
Für denselben ergiebt sich: 

(18) + ^3'oioW-«^4((«F + «4'-«'oW-«^8*W 

+ <'«^3i((«l-«'n((»D 

+ V-ö^iaW-^^iW- 
Die Eonstanteubestimmung erfolgt wiederum durch Substitution 
halber Perioden, und zwar bestimmen wir zunächst die den Gröfsen 
e entsprechenden Grofsen e. 

Die vier Eonstanten Cq, e^, e^^ ej können unmittelbar aus den 
Gleichungen bestimmt werden: 

'P^OS • '*^1« -'«^0 - ^M pä2 /,A2 

^84 '^4 '^ä 



(19) 



^34 '^4 '^ö 

A 8 A 8 A A 

^08 • ^1 4 • ^0 ■ ^ 12 /> 9. 2 /> 9. 2 

-^84 A^'-Ö-ß ~ «^0 • '«^23 ^''^U ' 
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Hieraus folgt jedenfalls e^^^O. Die andern vier Konstanten sind 
aus den Gleichungen bestimmt: 

(20) =- (^.0-5. V + ^6-^.^84 +e7.'^,2.^34'), 

= (^2-'^S4-^12' + ^6. V'-ö-ß + C^.'^s'.^o), 

^l'^li^'^0'^5 + ^•'ö'34-^12-'^5* + «4-'Ö'34-'Ö'i2-'^0* + ^5-'^34*-'^0-'^5 

Hieraus folgt: 

(21) — 2/>,.'9'i4*.*g8*.'6-o.ö'5.0'g4.'9',,), 

— 2Cg.ö',4*.'9'g,*.'9'o-'*5-*S*-'Ö"i2 

— C, . •9-0 . d'j . ■Ö'j^ . *,g («•,4* + d^jjj*) , 

«5-*2*-'*0i*-*4*-*0S* = — «l-'^0-*8-'*34-*ls(*U* + *2S*) 

+ e6-*U*-*2,*(V-»ls' + »5'-*»4-) 
+ C,.*u*-*«* W- V + ^8*. V)- 

Aus diesen Gleichongen sind sämtliche Eonstanten bestimmt. Für 
die Grasen e' ergeben sieb die Werte (22): 

<•„'= 0, JV.Ci' = x«.ft,*.^i«, e/= — Aj«, Cj' = 0, f^/ = ft,*, 

JV.e/ = X,». ^,*(x* + A* - ft*). 
In ähnlicher Weise können wir setzen: 



110 §27. Die Differentialquotienten der hyperelliptischen Funktionen 

N,e^'=x* + A* + ^* — 2A^fi2 — 2fi^x^ + 2xKX\(i^— xKk\ 
N.eQ= — 2x^.Xi^.ft2*, N.e^ = 2x^.Xi*.A*.fti*, 
Genau so ergiebt sich: 

e^ = 0, J^.e/ = x\ii,\iLx\7c' + A- - x^A2), 
JV.e'ß'= ««.A«(x2 + A^ - 2/it« - x«.r + ^^), 

In ähnlicher Weise sind die geraden Dififerentialquotienten zu be- 
handeln. Setzen wir: 

(25) »,{v„ v,r+^ . —^S"/-'! = /•»+!. r{v„ tg, 

so leistet diese Funktion folgenden Bedingungsgl^ichungen Genüge: 

(26) /iit + l, r(Vi + 1; Vj) = /ii+i, r (^i, t?»); * 

überdies ist die Funktion eine gerade Funktion von v^ und v^. 
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Hieraas ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung: 

(27) ^,(«„t,,)«H-..^^ 

= i:eaßYi '^o(yi7 ^sY-^biv^, v^y,d'c(vi, v^)y.^d{viy v^y. 

Dabei ist (0, h^ Cy d) ein Göpelsches Quadrupel; es finden femer die 
Beziehungen statt: 

a + ß + y+8 = 2h+\, y + * = /?+ d = mod2, *<4. 

Hieraus Jolgt unmittelbar der entsprechende Satz fElr die hyperellip- 
tischen Funktionen. Als speziellen Fall wählen wir wiederum Tc=\ 
and das Quadrupel (0^ 5, 34^ 12). 

(28) ^1^<1 = e^ , aUu)f + ./ . al^ 

Durch Substitution halber Perioden ergeben sich für die Gröfsen e 
die Gleichungen: 



34 -^0 



O J^4 -^0 1 '"»^a - ^^ta ^ A2lp a2 

^ Ä~s » * » '^ ^0' ^4 I *^2 • ''^03 ) 

^34 '^4 '^6 

(29) = e^.»^' + €,.»^\ 

_ O . J?«''^o*_ A2l^ A2 



. Jli« 1^01 p A2lp a2 

Es ergeben sich dann die Werte (30): 

N.e^' = 2xj*.^i^(x^ + ft/), e/= 2xi*. 

In ähnlicher Weise ergeben sich die beiden andern zweiten Diffe- 
rentialquotienten : 
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+ et'-aloin}.al^iuf + e3'.al^{H}.al,iluf 

N.e^' 2x«.xi«./ti«, 

^.Ci'= 2**.x,*.A*.ft,*, e/ = x,*.ft*. 



(32) ^^^'-'■^ = ^o'.a?oMr + <.«a4 

+ e^\al^,^{{u)),al,4u}, 
N. Co'. = 2x^ ^1^ ii*;i^ (x* + A« - x^ A^), 

N.e2= — 2x*.X|*.fi*.fijt*, J\r. r3'=2x^.x,*.A*.ft^.fXi-, ^4' = 0. 

Genau so wie früher ergiebt sich endlich der Lehrsatz: 

Es ist 



i»* 



(33) ^,{v,, v,y^'^K 






« + i* + y + *==2* + 2, /5 + d :y + d-0mo(12, *<4; 

(a, b, c, d) ist ein beliebiges Göpelsches Quadrupel. 

Als Beispiel nehmen wir wiederum den Fall h = \ und das 
Quadrupel: (0, 5, 34, 12): 

(34) A^«i>^(;t j «Ol _ ,^. _^ ^^ ^i^i^^^y + ,^^ ^ ;^^((,,))4 

+ <, al,iuf . aZ3, W«+<. a7o((tiF. aZ„((fir 
+ e^'.al^^iu)f.al,4u)Y 

Die Konstanten können mit Hülfe der früheren Formeln leicht 
bestimmt werden, indessen ziehen wir es aach hier vor, von der 
Substitution halber Perioden Gebrauch zu machen. Für die ent- 
sprechenden Gröfsen e ergeben sich die Gleichungen: 



für beliebige Werte der Argumente. 113 

(35) = c,.V + «6-V, 

^34 ■*'^4 •*'^5 

2'9'23 • "^14 • f* ^^ ^0 • '^2» r ^1 • '^14 "r ^3 •'^23 •'^M 7 
— 20'23 . '9*j4 . fA = ^0 • "^14 ~r ^1 • "^23 \ ^3" '^28 •'^14 7 

= 6o.V + ^2.'^4* +<^5-V-'^4S 

_ 9 ^1 4 •'^0 1* "^g -^83 ^ A4l^ A4«t_^ A2Ö.2 

— ^ A8A« ^0-^4 l*^- ^03 I H ' ^03 -^4 J 

^34 '^6 



*s* 



In ähnlicher Weise sind die beiden andern Differentialquotienten zu 
berechnen. Die Bestimmungsgleichungen zeigen viele Ähnlichkeit 
mit den Gleichungen, welche bei den Ausdrücken: 

■ 

auftreten. Thatsächlich unterscheiden sich denn auch die Eonstanten, 
die bei den zweiten Diflferentialquotienten von a/o(**i; ^2)^ auftreten, 
von den entsprechenden, die bei den Quadraten resp. Produkten von 
den ersten Diflferentialquotienten von aioO*i; ^2) auftreten, nur um 
ganze Zahlen, und zwar sind die Konstanten mit den Indices 0, 4, 5 
das doppelte, mit den Indices 3, 9 das vierfache, mit den Indices 
1, 6, 7 das sechsfache der entsprechenden Konstanten in den früheren 
Entwicklungen. In ähnlicher Weise könnten wir weitergehen und 
noch eine Fülle weitererer Sätze aufstellen — indessen mögen die 
entwickelten genügen. 

Es zeigt sich nun für die wirkliche Berechnung die lineare Trans- 
formation, von grofser Bedeutung. Wir beschränken uns inbezug 
hierauf auf folgende Bemerkungen. 

Wendet man die schon früher besprochene lineare Transfor- 
mation an: 

Krauae, Thetaftmktlonen. 8 



114 § 27. Die Differentialqnotienten der hyperelliptischen Fanktionen 



1 


1 











1 














1- 


-1 











1 



so gehen die Thetafunktionen mit den Indiees: 

5, Ol, 4, 34, 12, 23, 2, 02, 3, 03, 0, 04, 1, 13, 24, 14 

über in die Thetafanktionen: 

5, Ol, 23, 34, 0, 4, 2, 1, 24, 14, 12, 13, 02, 04, 3, 03, 

also: 

a • r^ a • r A ma • r i 9 • »X 9 • 9 9 • 4 

X* in ^, x/ m -j^, P in ^^ , A,« m -^i-, K m fi*, ^^^ m ^,*, 



Ax* in 



i,«.^« 






^-^, fix* in Ai*. ^, , fi^* in x/. ^j 



Ferner wird: 



x.l 






Es geht demnach: 



^'.(«..JSL aber in: -^^-^i; <>- 



cu. 



oder also in 






ebenso: 



a«,« 



^'^>^^- ^'^ über in: ^^^^ 
d^lop^^ aber in: -^(^'ii «'^ 



x*.i« ' 

xM« 



Das analoge gilt für die übrigen Ausdrücke. Jedenfalls ist klar, 
dafs wir mit Hülfe der linearen Transformation aus den vorhin ent- 
wickelten Grofsen unmittelbar die Ausdrücke für 



a«.* 



•M,.au, ' V 






aa^,(tt,, tt,) aoZi,(u,, «,) 



aa?o(U o «^) aal,4(t<|, IS) 

at«. 






aa?o(t*i , u«) aqZ8,(Mi,u,) . aaZo(u,, tt^ aa^4(t*,, jO 



awj 



att« 



6'M5, 



aw, 



t = l, 2, 
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erhalten können und zwar als ganze rationale Funktionen der näm- 
lichen drei Funktionen aio(**i> **8)i ^W**i> ^2)9 ^hii^if ^)- 
Femer fQhrt die lineare Transformation: 



1 











1 


1 








1 





1 





1 


1 


1 


1 



die Thetafunktionen mit den Indices: 

5, Ol, 4, 34, 12, 23, 2, 02, 3, 03, 0, 04, 1, 13, 24, 14 

über in die Thetafunktionen mit den Indices: 

5, -14, 03, 0, 12, — ^.2, 23, 24, 3, 4, 34, 04, 13, 
/ i.l, -i.02, —im, 

d. h. also: 

X* m — 



l 
1 






s > 



AO • 9 • X 9 • 



»■ 



8 9 



Ax^ in-y-jT, /ix* in — - V; f*^* in — Tir' 

Aj Aj Aj 



Ferner wird: 



Jlfo «= Ai, Ifi = Ai . A=^, M^ = 0, Jfg = A/. 



Es geht also über: 



d^al^(u^, u^)_ .^ ?*ais,(Ui, ti,) 1 



Ott,' 



e?tt, 



ii 



2 } 









+ 



au,« 



^1 



6 



etc. 



Jedenfalls ist klar, dafs wir mit Hülfe der linearen Transfor- 
mation aus den ursprünglichen Gröfsen mit leichter Mühe die Aus- 
drücke für: 

8* 
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^g^84(«l> «l) . _^4 Kjl3L 

^ - I. . . ■ - ■ — " ■ ^— ^— I i I I IHM 

^w^ öl*, » 

« = i, 2, 
und zwar als ganze rationale Funktionen der nämlichen drei 

Funktionen «^0(^1? ^i)j ^?34(*^i> **«)? 05^,2(^1, tig) bestimmen können. 

Diese Entwicklungen genügen^ um für den Fall des allgemeinen 
geraden Differentialquotienten Rekursionsformeln aufzustellen, mit 
deren Hülfe die Koefficienten in den höheren Differentialquotienten 
bestimmt werden können, wenn sie fär die niederen bestimmt sind. 
Wie es in der Natur der Sache liegt, werden diese Rekursionsformeln 
sich ziemlich kompliziert gestalten. Wir beschränken uns unter solchen 
Umständen darauf anzugeben, wie die Formeln aufgestellt werden 
können, ohne sie selbst wirklich abzuleiten. 

Wir fanden die Formel: 

Der Symmetrie wegen lassen wir hierbei die Bedingung fallen, dafs 
tf < 4 ist. Durch zweimaliges Differenzieren nach Wj ergiebt sich 
hferaus die Formel: 

wobei gesetzt ist: 

(37) F^Sa.a-lMlJiu,, u^y-KaUu,, u,y mUu,, u,y, i^-^^f^^^ ''«)' 

+ 22:*.y.aZo(wi, thy -^kA^^u «2y~^-ö^i2(«i; ^/"^ 

Es braucht nicht näher auseinandergesetzt zu werden, in welcher 
Weise hier die Summen zu nehmen sind. 
Die Ausdrücke: 

dalf,(Ui,u^)Y dalt,^{u,,u^) dal,^(u^,u^) d^al^(u^,u^) 



\ du, / ' 



du, du, ' du. 
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und die analogen, die sich auf die andern Indices beziehen, haben wir 
bilden gelernt. Setzen wir die gefundenen Ausdrücke ein, so er- 
geben sich Rekursionsformeln, vermöge deren die Eoefficienten in 
in dem definierten 2k -f- 2^^ Differentialquotieuten bestimmt sind, 
wenn es die Koefficienten in dem ursprünglichen 2k^^ sind. In ähn- 
licher Weise kann mit allen 21c -\- 2*®" Differentialquotienten verfahren 
werden. 

Analog endlich könnten die ungeraden Differentialquotienten 
behandelt werden. 



§ 28.*) 

Die Differentialquotienten der hyperelliptisclien Funktionen und ihrer 
Logarithmen far die Nnllwerte der Argumente. 

Von grosser Bedeutung zeigt sich die Theorie der linearen Trans- 
formation vor allem in dem Falle, wo es lediglich darauf ankommt, 
die Differentialquotienten für die Nullwerte der Argumente zu be- 
stimmen. Wir wollen das Problem so stellen: „Es sollen die hyper- 
elliptischen Funktionen in Potenzreihen der beiden Veränderlichen 
tti und Wj entwickelt werden." 

Wir wollen nun annehmen, das Problem wäre für fünf Funk- 
tionen gelöst und zwar für die Funktionen: 

(^kii^u^h), a^4K,W5j), ali^{u^,u^), a\^(u^,u^, ^hii^u^)^ 

dann lehrt die Theorie der linearen Transformation die Reihen- 
entwicklung der übrigen hyperelliptischen Funktionen kennen. 
In der That, wir liehmen die vier Transformationen: 

10 10 
10 1 
10 
1 

die schon in § 26 erwähnt worden sind. 

Für diese vier Transformationen gehen die Grössen 

a/oi((4, a?4(W; «'hW; «^aW» ^hiM^ 



1 










-10 




1 










1 





1 1 1 


1 




1 


1 




1 


-1 







1 





1.10 







1 







1 


— 1 







1 





u 



1) 



u. 



^> 



X 



s 



AS ft' 



resp. über in: 



*) Krause: Grelle 98. 
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akii»}, «?»iW> «^uW. «'iW> f^hÄ^h 

M,, Msj, ft% X*, x% 

«^01 W. o^W. «'i44» ^l»^+ft''»'^ -«^laM. ^-ahÄ^h 



Atli, A .U^y -j. 






aZoiW» «W(4? öU(4> • -r+-7,.--«W4i x.A.ai,((u)), 



+ 



# 



Um also die Differentialquotienteu der hjperelliptischen Funk- 
tionen für die Nullwerie der Argumente zu kennen, haben wir es 
nur nötig, die Differentialquotienten der fünf speziellen Funktionen 
zu bilden: 

aZotW, al^iu}, aii44, «^i«W, »^iW- 

Ferner aber folgt unmittelbar, dafs es bei den Funktionen a^oiW 
und al^^lu} genügt, die Differentialquotienten aufzustellen: 

y 



a = 01,4, 

bei welchen n der Reihe nach die Werte annimmt: 

27c, 2Ä— 1,... h. 

Für spätere Zwecke ist» es nun nötig, die Differentialquotienten 
bis incl. den fünften wirklich aufzustellen. Es wird (1): 

auj'.au, 1 + 1»« ' 

^'a^isO^M ^«)o ^ fi»(-X'.ft« + 2x«.ft«-2X».x« + 2x«.X«.ft») 

au,» 1 + ^* ' 

_?!^,4(^,Jf|)o_ _ _ 1 + 2x« - A« + 2ttS 
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+ 5x* + A* + 5^*, 
~d'S.d^- = (1 - »* + A» - ft»)(A« - 5x« . ^»), 

yat«K, «S). (^3 - ^«)(4 - 4x'' + A« - ö,»«), 

-^v!!;?^" (A«-p»)(2x*-5x«.^« + x».A»-2x*), 

+ 5x* + 5^*, 
— aS?^5r^ = ** • ***(- 5 + 5x» - 4A» + 5^*), 
^' aÄ V ~ '" ''* • ^'^~ 1 + »^^ - 4A» + ft» + 4x' . ft«), 
^^tü^g' '^^° =x».ft»(— 2A''-2A'./t«+5ft«.x*-2x'.A* + 2x*.A*.ft^), 
a^j«(u,_^js)5_ ^ jj, ^,(_ 4;^, . ^2 + 5^» , X» — 4x» . l* + 4x» . A* . ;t»), 

vi*! 

(1 + f» ) diiT' 

=. 1 — 16x» + 14A» — 14ft« - 14A* . n* + 16(t« . x» — 16x» . A* 

+ 16x* + A* + 13(**, 

y^ + l^r — du,*.diH 

== (i\l — 16x» + 6A* — 6(1^ — ÖA« . fi^ + 16(»» . X» - 16x* . A* 

•+ 16x* + A* + 5ft*j . 
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(1 + li,*) . -^'"'"fi- i^"- 

= (i\X* + A* - A* . ft* — lOft* . X* - 6x*.A* - lOx*.^^;*» 

+ 16^^x* + lOxKfi*), 

= (t*(A« . ft« - 2p* . X* + 2x^ A* - 20x» . A« . p* — x^CA** — jt*) 
+ A*(2x» + ft'') + ft*(2x» - A*) + 4x». A«. /t* — 2A* . x* ./** 

+ 2p*.x*.A*rf-12x*.fi«), 

= p''(4A*.x* + A*.ft* — 4x^A*.(t*— IGx^A^ft* — 4A«.x».;t* 
- 12p*.x*.A» + 16x*./i*4- 16x'.ft*.A*), 

= p»(— 24x*.A».p»+ HiX*.li.^.x* - 16p«.x^A» + A*.ft« 
+ 16x*. fi* 4- 8x* . A* — 16A* . ft* . x" + 24/i* . x^ A* 

— 24x* . A* . p* 4- 16x* . A* . (I,*), 

--^^V—' = (1 — 16x« + 14 A» - 16p* — 16A».p»+ 24p*.«« 

- 1 6x* . A* + 16x* + A* + 16p*), 

^u7J^ = ^x^.fi^'C- 3 + 4x* - 3A* + 4p*), 

"l""»'*a«'^^"" "° "*• (**(- 1 + 2x' - lOA* + 2p* + 2A* . p* + 12p*.x* 

+ 2x* . A* — A«), 

—^*iy-^^" = 2x*.p*(- A* - 2A*.p» + 5p*.x* - 2x».A* - X* 

+ 5x*.A*.p!), 

— i" ^"'- ^^''- = X* . p*(— 4 A* . p* + 5p* . X* — 4x» . A* + 14x* . A* . p* 

— 4x*.A* - 4p*. A* + 5x*.A*.p«), 

?'al,Au, ,ji^ _ 4^, A*. p*(- 2A*. p* -I- 3p*. X»— 2x*.A» + 3x».A».p*). 

Die Indices Null auf den linken Seiten sagen aus, dafs die 
Differentialquotienten für die Nullwerte der Argumente zu bilden sind. 

In ähnlicher Weise wie die hyperelliptischen Funktionen können 
die Logarithmen der8elt>en behandelt werden. 
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Wir haben in § 20 die Formeln gefunden: 

d^ log 'fr. ( r, , t7,) ^ »5" (r, , vX , »/ (t^i)o ■ ^/ (»^a)o »1 (t^i f ^ t? 



« 



Hieraus lassen sich nach bekannten Regeln die entsprechenden For- 
mein für die übrigen neun geraden Thetafunktionen aufstellen. 

Eine leichte Betrachtung zeigt, dafs diese Formeln richtig bleiben, 
wenn wir uns die Differentiation links und rechts nach den Gröfsen 
u an Stelle der Gröfsen v ausgeführt denken. Aus den früher an- 
gegebenen Formeln für die zweiten Differentialquotienten der hyper- 
elliptischen Funktionen für die Nullwerte der Argumente ergeben 
sich dann leicht die entsprechenden für die Differentialquotienten des 
Logarithmus der Thetafunktionen vermöge der Formeln: 

aMog fr „(!?,, t?,)o ^"logfrsCv,, t?,)o w,/ N 

äV + äv + ''^" ^'*'^«' 

(2) 

a» log fr„(ri , rj)o ^' log -frft (v, , t;,)o , , „. . 



Hieraus wiederum folgt der bekannte Satz, das sämtliche Differential- 
quotient^n des Logarithmus einer geraden Thetafunktion nach den 
Gröfsen w, und % ^^^ die Nullwerte der Argumente von den Diffe- 
rentialquotienten vierter Ordnung an ganze rationale Funktionen . von 
X*, A^, ft* sind. 

Die lineare Transformation giebt dann wieder eine grofse Reihe 
von Beziehungen zwischen den Differentialquotienten der Logarithmen 
der einzelnen Thetafunktionen. Die Betrachtungen, die zu ihnen 
führen, sind ganz analog wie bei den hyperelliptischen Funktionen. 
Es handelt sich immer um Anwendung derjenigen linearen Trans- 
formationen, für welche entweder: 

Ml = ilf 2 = 
ist, oder aber: 

M^ = M,^ = 0. 

Es ergeben sich dann folgende Resultate. Denken wir uns die beiden 
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Funktionen log'9'5(vi, Vg) und \og^i,i(vi, v^) nach Potenzen von Mj 
und u^ entwickelt und sehen von den Gliedern nullter und zweiter 
Ordnung ab, so bleiben die Entwicklungen richtig, wenn gesetzt 
wird an Stelle von: 

log ^5 (t^li ^2)» loga-^CVi, Vg), Wj , Wg , x\ A% (l\ 

log^dC^n ^2); log^uC^i; «^2); «*i , Wj , ^% f*^ ^% 
log ^34(^1, Vg), log^i4(v,, v,), Wi , wa , 'l', «% /*% 

log^gCt^i, V2), log^osK; ^2), ^-«^1, f*^.«<2, 



H» i« 1 



j*» ' ^* ' ^« ' 



log<&-oi(t?i, t;^), log'9'oK, «^2), ».Wo Jc^w», 



jtt' i 



X* ' x" ' X» ' 



Unter solchen Umständen genügt es^ die Differentialquotienten der 
beiden Funktionen log^5(t;j, Vg) und iogd'i^(vi, v^) für die Null werte 
der Argumente zu berechnen ^ um sie für die übrigen Funktionen 
auch zu haben. 

Ferner aber lehrt die lineare Transformation, dafs die Entwick- 
lung von log^,4(t;i, v,), von den Gliedern nullter und zweiter Ord- 
nung abgesehen^ ungeändert bleibt, wenn an Stelle von: 

Wj, Wg, xS A^ fi* 
gesetzt wird: 

3 - 111 

und hieraus wiederum folgt, dafs wir u^s auf die, Differential- 
quotienten beschränken können: 

für welche r der Reihe nach die Werte annimmt: 0, 1, . . . ft. 

Für die Folge genügt es, die Differentialquotienten bis incl. dem 
vierten zu kennen. Es ergiebt sich (3): 

d*log»tiVi, t),)a ~ , ,,. _ «S 4. 1« _ ,.t\ 
a'log^sC»,. »,)o _ 0„» „Uli «X ,,8\ 
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at*i* 



= 2(— l + x^ + A2 + ^» — A^^2 — ft^ x^ — x^A^), 






§ 29.*) 

Ableitung von Differentialgleichnngen , denen die geraden Theta- 
fonktionen far die NnUwerte der Argumente Genüge leisten. 

Die Betrachtungen, die in den vorigen Paragraphen angestellt 
worden sind, können dazu dienen, um eine Reihe von Differential- 
gleichungen zu entwickeln, denen die Thetafunktionen für die Null- 
werte der Argumente Genüge leisten, und zwar aufgefafst als Funk- 
tionen von X, Xy fi. 

Wir gehen dazu von den bekannten Gleichungen aus: 



(1) ^V ^^. 

= 2yci' 



«=1,2. 



Wir hatten gesetzt: 

wir wollen jetzt umgekehrt setzen: 

«^l = ^ll-Wi + ^2 -«2; 

Dann folgt — wobei wir uns sofort auf die Nullwerte der Argumente 
beschränken wollen: 

(4) +Z2^Ü^«^^-^'>« 



at;,» 






du^.duj — MI--W -gj,^. 



-t- <.«ii . *iM -t- «12 • *«i; — a-^a;; h *H • «n • — ä-V — 



*) Cf. Eranse: Grelle 98. 
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Mithin wird: 

3' *„(».. »,)« . . r, , a*„(fi> f,)» , , , s»M, ^)o 
— '^V L" ■ ~~9r.^ ^ '"•'*' dT;, — 

(5) +i,^_4jl_^], 

+ (^11 • ^22 "T ^12 • ^8l) "^ ^^ 






(6) 



Nun ist: 






Hierbei soll die Summe rechts nach x genommen werden, so zwar, 
dafs an Stelle von x der Reihe nach gesetzt wird: x, A, (i. 
Setzen wir diese Werte ein, so folgt (7): 



I (^11 • ^12 H~ ^12 • ^i) ^■;^ 

Die Klammern sind leicht zu berechnen. 
In der That, setzen wir (8): 

^ U. .1 ^ — ^« 8 (<^l > «^)i?01 K. ^ ») 1 /,, ,, \ _ J^S (*'l »_^^M (»1 » ^»)_ 

so folgt, wenn die Differentialquotienten für die Nullwerte der Argu- 
mente durch den Index bezeichnet werden: 

(ci\ ^* _ 1 <^'x(t;^, t?,)o ax JL_ _a*x(v,^ t7^ 



und analoge Formeln ergeben sich für die Gröfsen A und ^. 
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Dann ergiebt sich aber vermöge einer einfachen Betrachtung:, 

(10) ~ ^V '^^'^ d% " au,« 

In diesen B'ormeln können die Faktoren der Gröfsen r, 

OH 

etc. vermöge der Entwicklungen^ die im vorigen Paragraphen ange- 
stellt sind, mit leichter Mühe berechnet werden. Es ergiebt sich: 

a'-o-^ft', , !?,)o ^^ a^^(tJ, , r-)„ 

— av ""''-i^« 8i x(i-x)^ .^. 

Wir gehen nun zu den vierten Differentialquotienten Ober. 
Einerseits ergeben sich für dieselben die Formeln: 



a»." '"'- at 



1 



(12) g^» >.. p.) „ _ _ „_ ?'»>,. f.). 



= -IGw*- . "--:; -= — 4n\ 



Andrerseits aber, wird (13): 

" a«/ —2^ a«/' ' •*" 



I 
2 



a**a(t^i,t;,)o , ,, . ^ ^**«(«^,,^)c 






a**a(t^i,t;,)o ^ a*4^,K,t;.X 



— \'~\ = ^' '' 1 • W« • 'f*4-l 
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^^a(^l' ^«)o 



<^*^a(«^l» ^«)o 



2 7 2 






1 
2 



i a*^«(»i, »,)o 



H gjg gy g— (^l^ • ^22* + 4?ii . Ii2 • ^1 • '^2 + ^12 • hl) ' 

Mithin ergeben sich die Beziehungen (14): 



d'^M^ ««)o 



r 2 



e^u/ 



= — 16«« 



^"«•„(^1» «'«)o 






• tie 



2 



d^K^^x. ».) 






+ 






dt, * 



12 7 2 



IS 



^^«•«(^i, t'Oo 



au/.t^i*,^i 



= — 8jr^ 



2 



^2J 



fr«« «Wf + l 



1 
2 






1 ** 

-f- J 7^^^- ,j^-^ hi . *2eV,4i . *22 "T *12 • hl) 



+ 



dxn.'dt„ 



dx, • 



• 'l e • *2 »Vll • '22 "l M 2 • ''21 / 



18 



a*^a(^o «>«)o 



C^Mi'.C^Wj 



-->«••[ ^^^^^^-^-'-^ 



2 
2 



, V-7 3"^o(«l> «^1)0 , , ,, 7 17 7 \ 
+ ^ äTTät Wl.H2Vfr|i.t22"r «12**2i; 

n tC, '^ \hi ' *22 T^ *'i2 • •'21 y 



+ 






^11 • h2 • ^1 • ^2 
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r 2 



= — 4ä 



2 



a» *„(»., «,) 






8' »„(f.,»,)« 









+ 



3t„.at„ 



C^ll • ^2 "r ^2 • ^l) 



Nun ist aber: 



•] 



8t..' ^x 8k« \8t„. / 



**i 



""" ^jxi dvL.dX 



^'-^«(»i» «'A ax dl 






^^.. ^^». 






"^ ^x . ax St..* ' 









dx 



(15) 



dt 



n*h 



"^ ^xa ax.ai \e)T,^^ ' dt^^^^ "• i^r„^ ' ^'^./i/ 



+ z 



fo_ a»x_ 



Setzen wir diese Werte ein, so folgt nach einigen leichten Re- 
duktionen (16): 

ax« A av / 









+ x«"'- 



^^ai^l^ Vi\ 



dx 






+ 2:.. 



dx.dX 



9^aK, «^»)c 






+ 2'>.-^^^^^^^^f^. 



C^x 
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+ y.c. 



e*„ (»1 . ''.)o 



f 2 V ^' »«("■■ *"«)» , _8*« (V ««)o_ . ..^.'1 (". . ".)« 



+ y ^x- 



^^a(«?l» ^i)o 



In diesen Formeln sind die Koefficienten von 0- * , 

-^—^ bekannte Funktionen der Grofsen x^, A*, fi^, dagegen 

sind die Gröfsen a^t, fex«, Cx, (ly einstweilen noch unbekannt. 
Greifen wir eine derselben heraus, z. B. a^i; so folgt: 

+o I 2 7 2 ^ * L 7 2 7 * ^ * _L 7 4 ^_^_ I . 

^^11 -^21 -^^-^^ + «11 -^21 -3^^;« +^21 -ar^'J 

Nun ist: 



= ^g3 • '^01 



Hieraus folgt: 



d'n _ fd^log»,, aMog^oi _ ^' log ^4 _ d' log »5 1 

raiog*,, , _aiog3, __a^iog*4 _J'»8*r._1* 

und eine ähnliche Formel ergiebt sich für: 






2 



2 
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Dann aber folgt leicht: 

In ähnlicher Weise sind die übrigen unbekannten Grofsen auszudrücken. 
Unter Berücksichtigung der früher entwickelten Formeln ergeben 

sich die Resultate (18): 

I 

«,1 = 4x.x,»(l - Sx« + Aä" - ft« - 2 ii^i^) , 

«ii = 4A. A,»(l _ x> - A« - ,*« - 2 ^'"^y^ ) , 

a«, -= 4x . Xi« . A* . ;t« (a« . fi« - ;i« . *» + X». A» - 3x« . A«. ft» - 2 -^'^) , 



6 



Ol» -= 4A . Ai« .ft«. X» (a». ft* - fi«. X« + X« . A* - 3x* . A* . fi» — 2 ^'~p^) , 
6,1 «= 2x.x,» (a«+ ft» + A«.fi* — 4ft*.x* - 2x*.A* - / 

6ii = 2A . A.« (/i« + X* - A* . fi* - 2(t«.x« - x«. A«— x* — fi* 

6x« = 2x . X,« (x* , A* . /t« + A« . ft« - ,t«(x« - A») - 2x« . A* . ;t»(A« + 2/t«) 

_JÖ!k (;i« + ^«) _ 2 :?5'>uJ^.A«.^»), 

6i, = 2 A . A,* (2x« . A* . ^« — 2x« . A» . ;t*(x* + ft*) - 2x* . /i* 

_ KpX_ (^ + ^«) - 2 *?>^i3)o_ . ^» . ^,) ^ 

Cx = 4x.x«(A^(t»-ft*.x«— 2x».A«.;i»)-4x.Xi»-^'^*'-?^(A«+^*), 

Krauie, Thetafunktionen. 9 
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*. 



dx = x.Xi»(4A*.(t* - ;t*.x« + x».A« - 2A*.x» + A*./** - 4/t*.x* 

— /t* . A« — 6x* . A» . ^*) 

- 2 X . x.« (-^^^ • A« • fi» + ^"^ + *»-(aLi^>»-(A«+ ^«)) , 

di = A . A,*(A» . ft* + 2p* . X« + X*. A« - 2x« . A* . /i« - 3x* . ,t* — 3x« . ft* 
- 2x* . A* - 2p* . A*) - 2A . A,»(-^J^- • /t*.x« + ^''^^"«^« 

Die Gröfsen mit dem Index ft folgen aus den Gröfsen mit dem 
Index X durch Vertauschung von x und (i. In diesen Formeln be- 
finden sich die Differentialquotienten der Funktion ^^(Vj^ , V2), genommen 
nach den Gröfsen u^ und tt^ für die Nullwerte der Argumente. An 
ihrer Stelle können vermöge der früheren Betrachtungen unmittelbar 
die Differential quotienten einer beliebigen Funktion ^aiv^, v^) ein- 
geführt werden. Wir denken uns diese Operation wirklich ausgeführt^ 
dann sind wir am Ziel. In der That^ setzen wir in dem Formel- 
system, welches wir zuletzt für die Gröfsen " gefunden 

haben, auf den linken • Seiten die Werte ein, die sich aus den 
früheren Betrachtungen ergeben und ersetzen sodann die Ausdrücke 

— ö — ö durch die Differentialquotienten nach den Gröfsen x, A, fi, 

• «1 

was auch unmittelbar durchführbar ist, so erhalten wir die Diffe- 
rentialgleichungen, denen die zehn Funktionen %'a Genüge leisten 
und zwar angesehen als Funktionen von x, A, ^, und damit die 
Lösung eines Theiles des gestellten Problems. 

Für den Fall a <» 5 sollen die Differentialgleichungen wirklich 
aufgestellt werden. Wir wollen dazu unter den Gröfsen Oxi', 6xi', Cx',.«- 
Gröfsen verstehen, die aus den Gröfsen axi, 6xi, Cx,.«- durch Fort- 

lassung der zweiten Differentialquotienten ^t ' V ~ entstehen, 

dann ergeben sich die Gleichungen (19): 



§ 29. Differeutialgleichttngen fär die Gröfsen <&„. l31 

= *5(x* - A» + ^« + A'./t» - ;i«.x» + *«.A« - X* - (l*), 

= *5X*.ft*'(A*.;t* — ft*.x* + x«.A> — A* + A*.x» + A*./t« 

-x*.A«./**-x*.A*.^*), 

= *5.X».ft*(l - X* + A« - ^«), 

+ 2a!.'^V • »^ • A • «.* -l.* • f^'C-l' . ft« + p* . X* + 2x« . A") 

= «'s . X« . ft^(A* . f** — fi* . X« + X« . A* - X» . A*. ^»), 
2 2T^"''-*'*-'^''** + 22'/,jV"''-'l-«''-V.f**(«*+/*) 



- i;2^ « • «I* • 2 ^"f-«!*. A«.,t«=*«.xi^«(A^-x».^«), 

2-^g J-.x*.x.*(A» + f^T -\-2 2fJ^^-x.l.x,\X,%l'+ft*){(,'-]-^) 

= 2.«-j.x«.ft*.(A* — x^|[t*). 

In ähDÜcher Weise sind die Differentialgleichungen für die übrigen 
Thetafunktionen abzuleiten. 

9* 
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^5 



§ 30.*) 

Bnen die Gröfsen -^" ^*'*^' 
Genüge leisten. 



Ableitung von Differentialgleichnngen , denen die Gröfsen 

*6 



Aufser den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichungen 
können noch andere entwickelt werden, die sich fär die Folge von 
Bedeutung zeigen. 

Wir setzen: 

(1) 



-^.iff^ -^ '^«'('- "^) 



und suchen nach Gleichungen, denen die Funktionen q>a{v^, Vg) filr 
die Nullwerte der Argumente Vj, v^ als Funktionen von x, A, fu be- 
trachtet, Genüge leisten. 
Es ist: 

wenn gesetzt wird: 



Sa = 



Hieraus folgt für die Nullwerte der Argumente (3): 



+ 2 



5u_* du,*,dv^ ' 3m. du. .dt?, ' 



dt*i.duj dw^.dMj.do^ *^ dttj dttj.dv. 



+ 



dttj duj.dü. 



Andrerseits folgt für die Nullwerte der Argumente ganz ähnlich, 
wie im vorigen Paragraphen: 

^*tPa'i^l^ «^2)0 . . ^9« (»1, «^2)0 

Axt 



(4) a../ --^ ar,^,^ ' 



dvi,dv^ dxi, ' 



*) Cf. Krause: Crelld 98. 
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und somit ergeben sich di^ BeziehuDgen (5): 

Schon hieraus ergeben sich einige elegante Beziehungen. In der 
That, setzen wir a das eine Mal gleich 3, ein anderes Mal gleich 24 
und vergleichen die beiden Ausdrücke, die sich für die Differential- 
qnotienten von ^>a{vy^y v^ ergeben haben , so erhalten wir die Aus- 
drücke: 

^^* du,'- - + ^*' — äv:^;', ~ 

(6) ^-h'j^» ^ «•«! ? 

^^' — au,.av + *• äv — 

oder, da die Beziehungen bestehen: 

(7) 9s*Ky V2)o = -Kit Yx .Xj . fi. fij . /ijt . A« , 

<P2>i, ^^2)0 — jr,,y "--^'^^^-'% 

80 ergeben sich die Gleichungen: 

2 yx. A . ^ .924*(Vn ^2)0 = 2 ^^ ^ X. V 

(8) +93'(t^i, t;,)o(x^ + ^*), 

Analog wie die zweiten Differentialquotienten können die vierten 
behandelt werden. Für die Nullwerte der Argumente ergiebt sich (9): 



a«-* du^*.dv. "^ ^w,'* du. ,dv. 

a ö 'a ("1 » ««)o ^* log ^8 (Vi , t?,)o 



+ 4 



du, du.^,dv. 
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^5 






a^ a /„ (Ui , «8)0 d* lo g^&(^' i , t?8)o 
d a l^^u^ , w j)o a* log -^5 (t?! , v,)^ 



+ 3 



'^«., ^V-^N+i-^^* 



a'a?„(wi, «2)0 a*logÖ'5(«?i, t^o 



+ 2 



a«i.auj^ awj.ar 



In dem letzten Gleichungssystem können die Gröfsen 

gMo g >8-s (t'i , t?,)o 

^\-^^ 
vermöge eines der früheren Gleichungssysteme ersetzt werden durch 
die zweiten Difierentialquotienten von 9?a*(vi, V2) nach den Gröfsen 
tiff, und den Differentialquotienteu von alaiu^, u^) nach den Gröfsen 
Uf^ und Vf. Dabei ist: 



aw «.ar. "" au ».a«! ' "'* a^ «.au, » 

und in ähnlicher Weise sind sämtliche Differentialquotienten zu 
bilden, in denen eine Differerentiation nach t;« zu nehmen ist. 

Hieraus folgt, dafs die vierten Differentialquotienten der Funktion 
(fa^iv^f v^) nach den Gröfsen u^ und U2 sich als lineare Funktionen 
der zweiten Differentialquotienten derselben Funktion 9?a*(t;i, ^2) ^^^ 
der beiden Gröfsen Kit und ^8^2« darstellen lassen. Die Koefficienten 
sind von s« abgesehen rationale Funktionen von x^, A^, ft^ Die 
Differentialquotienten sind hierbei für die Nullwerte der Argumente 
zu bilden. 

Wir wollen für die Funktion fp^^*(yiy v^ die Darstellung wirk- 
lich durchführen. 
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^5 



Nach einigen Rechnungen ergeben sich die Gleichungen (11): 

— 4x^ A^ — 4fi^ A* + 5x^ A^ |[i«) 

+ 4ir2..x^A^^^(- 2A^^« + ^«.x« - 2xKi^ 

_ (2x^-A' + 2^^-^l)..,4' ^'l^'^X'"^ 
= - JSfi. . X» . /i»(l + A^) - 2üra.. x^ A^ ftS 

^24« i^„ 3 ;^' , *^* -r '^i 



„2 12 ,,2 c ^*ya4*(^l' ^8)0 

X . A . ft . i>24 • ^^ 

+ 2E2,. x^ A^ ii\— x^ — A^ - ^« - A* . (t^ 

+ 2fi«.x2-x«.A^), 

e ^^a' (yi2_lllo __ J.^2 „2 « ^*yi4*(^i* g»)o 

^2^' awr'.aw,'' ^x.^.524- du,.du^ 

= ~4i:l..x^A^|[t^ — 2Äi..x«.A«.|:t2(i ^;i2j 

Indessen läfst sich noch das Problem weiter reduzieren. lu der 
That, die Gröfsen jSTi, und Jfg, können erstens durch die Grofsen 
95*(^i? ^2)0 "^^ 924!{^i} ^2)0 ersetzt werden. Berücksichtigen wir ferner 
die Relationen, die zwischen q>s*(vi, Vg) und 924* (^n ^2) aufgestellt 
worden sind und ersetzen die zweiten Differentialquotienten der Funk- 
tionen g>84*(t^i, ^2) nach den Gröfsen u^ und t«2 durch die ersten Diffe- 
rentialquotienten nach den Gröfsen x, l, (i, so folgt der Satz: 

Sämtliche vierten Differential quotienten der Funktion 924*(i;i, v^) 
nach den Gröfsen ti^ und te^ lassen sich als lineare Funktionen der 
Gröfse 9>24*(^i; ^2) ^^^ ihrer ersten Differentialquotienten nach den 
Gröfsen x, X, ^ darstellen. Die Eoefficienten sind rationale Funk- 
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^6 

tionen yon x, X, ft. Die Differentialquotienten sind hierbei fflr die 
Nullwerte der Argumente v^y v^ zu bilden. 

Die Ausdrücke selbst sind nach dem früheren unmittelbar her- 
zustellen. 

Wir wollen den letzten wirklich hinschreiben. Er nimmt die 
Gestalt an: 

(12) ^^i4^ + 4x^f.^2'^^^ä^^^ 

+ 2x^^^(l + A^^-^^^^-^-^i 

- 2(1 + A^^ ^y«^]^j' ^«)o .x.x,^A^ft 

Das analoge gilt für die andern Funktionen. 

Andrerseits ergiebt sich für die Nullwerte der Argumente ähn- 
lich wie im vorigen Paragraphen (13): 



2 



3 



^* 9j (Vi , t7,X . ^ , / ^* 9^a* (Vi » ^tl 



dv 



«1 



— 16«*l ä r 



—4 



gy« (O l . p.). _ 8 log », (o. . ü,). 



)' 



^ 9»«' (»1 , «^1)0 ^ log ^6 (»1 1 »«X 






-2 






^* qPa'C^'i . «^1)0 , ^ . / ^* 9„'(«^i » tJj)o 






= — lojr^l- — - — ö— 






= - 4jt* ( 









« ^<P«'(«l, »s)o ^ log ^5 (<?11 «^«)(I 



-4 



— 4 



^y tt*(t?it <^>)o ^ a log »a (t?t , t?,) 



^r-, ^r. 
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Hieraus folgt: 









+2.'- 



^<Pa*(«^i, t',)o 



""'^ ax 

oder also (14): 

at*,^* ~^^ an« \ aw.» / 

a*qp«(t?i, t?,)o a«x(t?i, r,)o a*A(rj, t?,)^ 



+ ^j^xx ax:ax ' " ax* aw.'» 

« = 1, 8. 

Das analoge findet für alle vierten Dififerentialquotienten der Funktion 
9a'(vi, Vg) nach den Gröfsen m,^ statt Mit andern Worten, wir 
finden das Resultat: 

Die vierten Dififerentialquotienten der Funktion 9a*(vi, Vg) nach 
den Gröfsen «»^ ergeben sich aus den entsprechenden der Gröfsen 
^a{vi, V2), wenn an Stelle von d'a(vi^ Vg): 90* (vi, Vg)? ^^ Stelle von 
«x«!, 6x«,, ^x, rfx resp. gesetzt wird: ax./, &xf/, c^, dx\ 

* Hiermit sind wir aber am Ziele. Wir erhalten für die vierten 
Differentialquotienten einer jeden Funktion 9a* (^1, v^) zwei von ein- 
ander verschiedene Ausdrücke. Die Gleichsetzung derselben ergiebt 
für eine jede der Funktionen 9>a'(Vi, ^2) sechs von einander ver- 
schiedene Differentialgleichungen, bei denen als unabhängige Ver- 
änderliche die Gröfsen x, A, fi auftreten. Für die Funktion 924* (v^, Vg) 
z. 6. ergiebt sich als eine der Differentialgleichungen: 

(15) 4 2^i^«i>i^:^ . X« . x/ . A^ ft« 
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wobei gesetzt ist: 

Ebenso einfach sind die andern Gleichungen abzuleiten. 

§ 31-^) 

Ableitung von Differentialgleichungen, denen die Gröfsen K^t, Genüge 
leisten. Anwendung der linearen Transformation behufe Bestimmung 

der fehlenden Integrale. 

Vermöge der Beziehungen, die zwischen den Gröfsen K^^^ und 
den im yorigen Paragraphen definierten Funktionen <paiV\} ^2) ^^~ 
stehen, folgt, dafs auch die ersteren Gröfsen ihrerseits Differential- 
gleichungen Genüge leisten müssen. Es mögen die Zwischenrech- 
nungen, die zur Aufstellung derselben führen, nicht völlig entwickelt 
werden, da sie dtirchaus elementarer Natur sind und zu Schwierig- 
keiten irgend welcher Art nicht Anlafs geben. Wir begnügen uns 
mit folgenden Bemerkungen. 

Aus der Gleichung: 



ergeben sich die Relationen: 

(1) 

Der Differentialquotient nach fi entsteht aus dem Differential- 
quotienten nach X durch Vertauschuug von x und fi. Ferner wird (2): 

^^■^ - i,^.{w . *.■■ ^;i +2».(»-2«'+»') . ^,^ 

(- ;x* — i« - X* — X* + 5x*.X« — xM« - {1*.%*)K^\ 
^ -tj^j ), 

^V84'(«^i. ''j)o _• « /o-, „212 ^'^1« a-9^,^ v2 2*'\ ^^^' 

*} Cf. Krause: Grelle 95 und 98. 
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" (1 - 2^« + A«) " 



^.« (i-2p'+i»)(i-2K'+i«)ii:i, 



fl*-'»i' 



). 



Dabei ist gesetzt: 



2A* 



Für die Gröfse Kit ergiebt sieb dann als eine der seebs Diffe- 
rentialgleicbungen : 



Die übrigen fünf können analog aufgestellt werden. Wir wollen an 
an Stelle dieser sechs Gleichungen sofort sechs andere setzen, deren 
Form einfacher ist: 

« 8'ir,. dK^, dKi, 



d'K„ dK„ , dK,, 



(4) 



('''* **)^;i.8« """■"" ai "''^* ä 



K ' 



dK^, 
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2 « ^1^' — r^-^i' J. ^-V \ 1 + 3X« "1 _^J^ 



1 



^^1« x.x« ^^1. 



^«— X« • af* ~ x»-x« ' ax "'■ ^^* ' 

'^i ' d^^ — |_x«_-^"i-r ;L«__^ji-r - ft J a^ 

x»-fi« ' ax x«~/i«' ' ax "T ^1» • 

Die drei letzten Gleichungen können auch ersetzt werden durch die 
Gleichung: 

und zwei ähnliche^ die aus ihr durch cyklische Yertauschung ent- 
stehen. 

Ganz analog ergeben sich die Gleichungen: 

^'"^** aJKg, d^i^^ 

\3C ifr I o""^ rs ~— lir • ö """ X • r» • 

^ *^ ' Cü.Ofl ^ Ö% Cfl ' 

^^ '^^ ax.ax ^- ax ^' ax ^ 

(6) »...!^_[^i-+^.y, + ii^]i^. 



^ ' ax* "^Lf**'-^' "•" v*-x« "*" X J ax 

i**-x« * ai^ x*-f** ' ai "^ ^^*' 
f*i ' a>« "" U'- ^' "^ X» - ft* "*" ft J 



af^ 



1 



^^, X.X.» <i^2 



x^-^«' ax x»-x* ' ä'x •T-^^2.- 

Bei der Diskussion der soeben erhaltenen Gleichungssysteme zeigt 
sich die lineare Transformation von grofser Bedeutung. 
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Wenn eine lineare Transformation 

«0 ö^i Oj «8 
*o ^1 ^2 ^8 
^0 ^1 ^ ^8 

d^ dl d^ d^ 

die Funktion ^a(vi, v^) überführt in ^^iy^, Vg) von den verschiedenen 
Faktoren abgesehen oder also die Gleichung besteht: 

so werden ; wenn wir differenzieren und nach der Differentiation 
v^ '=' V2^= setzen, wenn wir ferner die transformierten Thetafunk- 
tionen durch grofse Buchstaben bezeichnen, sich die Gleichungen 
ergeben: 

6«'(«^i')o = ^[(^ - Os-^n — &8-'Pi2)V(*'i)o 

(8) + (^8 — «8 • 'Pgl — h • '«^28) V (^'2)0] y 

0a' «)o = vKßi — flg.Tn — &«.t,2)'9'/(t;,)o 

+ (Cjj — ag . r^i — 62 . t^)»ß(v^)Q] . 

Wir wollen nun wieder, wie schon früher, nur diejenigen linearen 
Transformationen in Betracht ziehen, die die Indices 24 und 3 un- 
geändert lassen. Von diesen greifen wir die Transformationen heraus 



1 1 
11-1 
0—10 
1 



1110 1 
11-1 
1—1 
1 



110 1 
10 
11—1 
1 



Für dieselben gehen die Gröfsen x, A, fi der Reihe nach über resp. in: 



(* 



Setzen wir nun: 

(19) iQj =" -^11 •''^11 + -^12'''^12> -^1 = -^21 '^11 "1 -^22 •'^12> 

Ajg s— K^i . ir^j + Äja . ^221 -^s '^ -^i • ^1« "r -^22 • ''^82 > 

so folgt, dafs für die genannten drei Transformationen resp. je zwei 
der Gleichungen gelten: 
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-J- /ii( J . -, „) = a»[/2i(x, ^, **) — ^'C'*» ^> ^) 
T '^"U ' T' t) °° «»f^ii(*> ^' f*) — fu'i*, ^, /t) 

(10) -/"«(x, A, ^)4-/;,'(x, A, ^)], 

7"*^"(7' 7' -J:) — «6[/ii(«, ^, i^) — fit{^j ^7 ^) 

Die Grofsen tt bedeaten die positive oder negative Einheit. 

Nun bleiben aber die Gleich ungssysteme, die wir für die Grofsen 
£]i und K21 gefunden haben^ ungeändert, wenn an Stelle von 

der Reihe nach gesetzt wird: 

^ ir ± TT i* A i . 

L ir JL jr Ji JL JL. 

^ TT ^ jr JL — ^ 
j^'^iu y^u ^j ^' V 

Hieraus folgt, dafs die vier Grofsen: 

sämtlich Integrale des ersten Systems von 6 Differential- 
gleichungeU; die Grofsen 

K21, iTjg, iCgj , K22 

dagegen Integrale des zweiten Systems sind, so dafs wir mit 
Hülfe der linearen Transformation die fehlenden Integrale unserer 
Gleichungssysteme gefunden haben. 
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§ 32. 

Ableitung von Differentialgleichungen, denen die Gröfse K 

Genüge leistet. 

Aus den Differentialgleichungen, die wir für die Gröfse ^q ge- 
funden haben ; lassen sich unmittelbar eine Reihe von Differential- 
gleichungen herleiten^ denen die Gröfse K Genüge leistet, da 
zwischen diesen beiden Gröfsen die Relation besteht: 

(1) 7C.&^ = yk.\.iL^.K. 

Durch Differenzieren ergiebt sich: 



% 






6 



dl 



^(A.v.-',f-+(i-2A»)Js:), 



~ 4^^».*.» V« • T7 + * • ^/ » 
(2) +(-3 + 2A*)A.JS:) 

'^«* (a . A,» . -If- + (1 - 2 A«)is:y , 

^' dH.di ~2^^.i,.fl'jr''^> •'**' ax.ai -r^-'^-'^i -äi" 

+ ^«*(l - 2A«) -|^ + «(i - 2a«)ä:) 



i»,» ^f*» 



^'«■j 1.1, /■ 4 d^K » dK , i dK , „\ 

IM,« l ^ dK . T!-\( i dK „\ 

Die fehlenden Differentialquotienten entstehen aus den obigen durch 
Vertauschung von x und ^. 
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Mithin ergeben sich für K die Differentialgleichungen (3): 

+2 -^ • x.x,«(5 - 5x* — 3A« — 3^») 

= 4Ä'(- 1 + iX2«* - X« . A» - X*)), 

-2 Tx'~ ■ "i* • '^* • *** + 2^^^-x.A.Xi«. V-^* 

= 4 £■(- 4x« . A* . (i* + Ek^ . A*), 

= 2ir(-4x».A«.ft*+j;(-x«+6x«.A«— 3(x*.A«+A*.x*)+x«)), 

+-2'^?i • X . A . X,» . A,* . ii\k' . ^« + ,t* . X« + 2x« . A») 

i-^~--x.x*.li*.(i*idx>-\-2X* + 2ii*-SX\(i,''-8n*.i^ — 8x\X*) 

= 2Z . X* . A« . ft« (— 1 + i:(5x* - 6x« . A«)), 

2^ |^-x».x,«.A«. ^» + S^'^l . X . A . X,« V . ^»(x« + A») 
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Dabei ist gesetzt (4): 

»»1 = 2 - X» — 2A» — (I*, m^ = x'. n\l — 3A*), 

»is, = X» + A* -f ft» — SA" . ft« - ;t« . X» — 3x« . ;i»y 

Cx"= 2x . xi* . ft»(x* + 3A* - A« . ^* — ;t* . X« — 6x« . A« - 2A*), 

O" = 4 . A . Ai* . X* . ft*(2 —X* — 3A* - ft*), 

c =4x*.j»»(— l + x«+7A» + ^* — 3A*.fi« — fi«.x» — 3x«.A» — 3A*), 

d,"= X . x,»(8A* . ^* + ft* . X* + 3x« . A* + 2A* — 8A* . x« - 5A* . ;t« 

+ 2ft* — 6ft* . X* — 7;** . A« — 14x» . A* . (i*), 

dl ■= A . Ai»(3A* . ft« + 6^* . X* + 3x« . A* + 2x* -. 8x*. A« — 5x* . p" 

+ 2p* - 5ft* . X« - 8p* . A« — 14x* . A» . p«), 

d = 4( — A* . p* — X« . A» + 2x* . A* + X* . p* + 2x* . A* + 2p* . A* 

+ p* . X* + 2p* . A* + 8x* . A* . p* — 3A* . p* — 2p* . x* 
- 3x* . A* — 4x* . A* . p« — 4A* . x* . p* — 4p* . x* . A«). 

Die Indices, nach denen zu summieren ist, sind in dem Gleichungs- 
Systeme der Einfachheit halber fortgelassen worden, da es klar sein 
dürfte, wie dieselben in den einzelnen Fällen lauten. 

Die yier ersten dieser Gleichungen zusammen mit derjenigen, 
die durch Summation der beiden letzten entsteht, können in eine 
einfachere Form gebracht werden. Nach einigen Rechnungen ergeben 
sich die Gleichungen (5): 

-2(x»+A»-i)2r]_||, 

"i ■ ax' ~\i'-x' "T" y— X« "'"""'"; / a« 

und vier andere, die aus ihnen durch cyklische Yertauschung von 
X, A, p entstehen. 

Bei diesen Gleichungen nun kann die lineare Transformation 
analog wie bei den im vorigen Paragraphen betrachteten angewandt 
werden. 

Krause, Thetafonktionen. 10 
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Es zeigt sich dann, dafs die Integrale derselben lauten 

-^11 • "^22 -^12 • -^21? -^11 • -^22 -^12 • -^1 f 

■^12 • -^22 -^12 • -^2 ; "^11 • -^21 -^11 • -^21? 

TT fr ' TT ' TT TT ' TT ' TT ' TT '' 



§ 33.*) 
Die MaltipUkation der Thetafanktionen. 

» 

Das Problem der Multiplikation der Thetafunktionen lautet: 
Es sollen die Gröfsen '9'a([nt;]) = '9'a(wVi, nvg) durch die ursprüng- 
lichen Thetafunktionen dargestellt werden. 

Man überzeugt sich leicht^ dafs die gesuchten Grofsen ^a^nv^ 
sämtlich Thetafunktionen n^^' Ordnung sind, also bis auf eine 
gewisse Anzahl von Eonstanten unmittelbar nach gegebenen Regeln 
durch die ursprünglichen Thetafunktionen darstellbar. Behufs der 
Konstantenbestimmung gehen wir zu den Betrachtungen des Para- 
graph 13 zurück, indem wir auch die dort gewählten Bezeichnungen 
a, bf c, d wieder aufiiehmen. Aus dem Additionstheorem ^ wie es an 
dem genannten Orte entwickelt ist; folgt dann unmittelbar der 

Lehrsatz. 

Bilden die vier Punktionen ^ai^}, ^ßi^}, ^ri^}? ^^i^} ®^^ 
beliebiges Göpelsches Quadrupel, ist ferner ^t^v} eine be- 
liebige Thetafunktion, so ist für willkürliche ganze Zahlen 
m und n das Produkt: 

eine ganze homogene Funktion 2 (m* -|- n^)*" Ordnung der 
Grofsen ^aiv)), ^(iiv}, -^yW, ^siv}. Die Koefficienten setzen 
sich rational aus den Thetafunktionen für die NullVerte 
der Argumente zusammen. 

Wir spezialisieren und nehmen das Quadrupel: 

^oW. ^M)> -^»iH. -^ßW- 

Es ergiebt sich dann aus den in § 13 entwickelten Formeln unmittel- 
bar die Gleichung: 



*) Cf. Krause: Math. Annalen 17. 
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(1 ) »,. »oC24 JIW + h • »i,' + h • »u' + «1 • *2 . V) 

Unter Berücksichtigung der Göpelschen biquadratischen Relation 
können wir diese Gleichung auch schreiben: 






Die Formeln für •ö'iapv)), ^A^^}y ^si^^} sind hieraus durch 
lineare Transformation zu erhalten. Die Formeln für die Multipli- 
kation mit 3 gestalten sich komplizierter. Eine der einfachsten ist 
folgende. 

Wir setzen: 

B' = »,ivf + »MY - »,M* - », ivf, 
(3) ^ = Uvf ■ »sM' - », ivf • »^Avf, 

B' = »,ivf + *, H)* - *., w* - ^3vc«r- 

Für die Nullwerte der Argumente möge an Stelle von 

B, B\ üy C\ D, D' 
gesetzt werden 

10* 
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Dann wird: 

(4) »,iSv} . »M . TI W + h . »»' + h . V + «!•««. «'s*) 



«i> H 



_^ ^ [- »„M'.-B'-B.' _j_ »»«W . C.Co' _^ ».M'. D'.z); 1 

Nehmen wir wiederum die Gopelsche biquadratische Relation 
mit hinzu, so folgt das Resultat, dafs auch die rechte Seite den 
Faktor ^Qi[v]j besitzt, so dafs ^qI^v} eine ganze homogene Funktion 
neunter Ordnung der Gröfsen d'^^v}, ^niv}, ^^iiv}, ^sW wird. 
Durch Substitution halber Perioden oder lineare Transformation 
können hieraus die Formeln für ^i^i^v}, ^sii^v}, ^^i^v} gewonnen 
werden. 

Mit Hülfe weniger Schlüsse folgt hieraus der 

Lehrsatz. 

Ist n eine beliebige ganze Zahl, so lassen sich die vier 
Funktionen ^Qi[nv}, ^ni^^}? '^siC^^I? ^ti^^} ^'^ ganze homo- 
gene Funktionen n^*®' Ordnung der Gröfsen ^oW» ^i2W; 
^^{v^y d'^^v} darstellen. Die Koefficienten setzen sich ra- 
tional aus den vier Gröfsen ^g, ^j^^f ^si? ^^6 zusammen. 

Durch Anwendung der linearen Transformation ergeben sich die 
Resultate: 

I. Die in dem vorigen Lehrsatz definierten Gleichungen bleiben 
richtig, wenn man links und rechts die Thetafunktionen mit den 
Indices 0, 12, 34, 5 resp. multipliziert mit 1, i^, i*, »*', voraus- 
gesetzt, dafs a -\- b -jr c eine gerade Zahl ist. 

IL Die in dem vorigen Lehrsatz definierten Gleichungen ändern 
sich nicht oder gehen in einander über, wenn man die Indices 
0, 12, 34, 5 in ganz beliebiger Weise vertauscht. 

Die Substitution halber Perioden ergiebt die Resultate: 

I. Ist n eine ungerade Zahl, so ändern die vorhin definierten 
Gleichungen sich nicht, wenn an Stelle von: 



§ 33. Die Maltiplikation der Thetafunktionen. 149 

»o«:«»!. »ninv}, »uinv}, »d^v}, »oi4, »iM> ^mW, ^sW 
resp. gesetzt wird: ' 

»Anvl », inv}, », inv}, »,,C«4. »A4, »s i^, »o W» »A4, 

»'o C«4, »Anv}, »iA»4> »0 C«4. ^6 W, »A4, »A4, »o C4- 

IL Ist dagegen n eine gerade Zahl, so bleiben die Gleichungen 
richtig, wenn man die Funktionen: 

*oC»»i »A»4> »A»4, ■»sC«»! 

ungeändert läfst, dagegen an Stelle von: 

*oW, »A4, »A4, ^»W 

resp. setzt: 

»A4, »0 i4, »!. i4, »A4, 
»A4, »6 W. *o i4, »A4, 
», i4, »A4, »A4, »0 W- 

Ganz allgemein gilt der 

LehrBatz. 
Bilden die geraden Thetafunktionen 

»44, »d4, »A4, »44 

ein Göpelsches Quadrupel, so sind die Funktionen 

^ainv}, ^4nvl »yinv)), »4nv)) 
ganze homogene Funktionen n^^' Ordnung der Gröfsen 

*aW, M4, »A4, »44, 

deren Koefficienten rationale Funktionen der Gröfsen 

^a, ^ß, ^r, ^d 

sind. 

Für die Koefficienten ergeben sich ähnliche Beziehungen wie im 
speziellen Falle. 

Durch Substitution halber Perioden erhalten wir den 

Lehrsatz. 

Bilden die beiden geraden Funktionen '9'a((v)), '^/*W mit 
den ungeraden Funktionen '9'y((t;)), 'ö'dCt;)) ein Göpelsches 

Quadrupel und sind ^aX^)j, ^fiX^li) '^/iW» ^^A^ll ^^® ^^®^ g®" 
raden Funktionen, die aus ihnen durch Substitution halber 
Perioden entstanden sind, so sind für ein ungerades n die 
Funktionen ^«C^v]), ^^([»vj, ^yC**^))> ^<^C**^]) homogene ganze 
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Funktionen n^^' Ordnung der Gröfaen 

»M> »Ä^l »yM, *4«I/ 

deren Eoefficienten sich rational aus den Gräfsen 

•^«17 ^^17 ^Yif ^^i 

zusammensetzen lassen. 

Die Aufstellung der Eoefficientenbeziehungen kann auch hier 
füglich unterbleiben. 

Ist n schliefslich eine gerade Zahl, im übrigen die Bedingungen 
des letzten Lehrsatzes erfüllt^ so sind die Thetafunktiouen 

M^v}, »fiinv}, ^rinv}, »sinv} 

nach gegebenen Regeln durch die ursprünglichen darstellbar. Die 
Eoefficienten sind rationale Funktionen der ursprünglichen Theta- 
funktionen für die Nullwerte der Argumente. 

§ 34.») 
Die Multiplikation der ö- und der hyperelliptischen Funktionen. 

Aus der Multiplikation der Thetafunktiouen folgt unmittelbar 
die Multiplikation der <;- Funktionen und damit die der hyperellip- 
tischen Funktionen. Die Aufgabe derselben ist es^ die Funktionen 
6a(nUi, nu2) resp. aZa(wWi, nu^) durch die ursprünglichen darzu- 
stellen. Wir erhalten nun für die Multiplikation die nötigen Lehr> 
Sätze, wenn wir in den Formeln des vorigen Paragraphen an Stelle 
der ursprünglichen Thetafunktiouen und der Thetafunktiouen mit den 
Argumenten nv^, nv^ uns die ursprünglichen a- resp. hyperelliptischen 
Funktionen und die 6- resp. hyperelliptischen Funktionen mit den 
Argumenten nu^^ nu^ eingesetzt denken. Die Eoefficienten werden 
dann rationale Funktionen der Gröfsen x^, A«, ^l Einer jeden 
Eoefficientenbeziehung^ die sich bei den Thetafunktiouen ergeben 
hat, entspricht dann auch eine unmittelbar anzugebende Beziehung 
bei den ö- und bei den hyperelliptischen Funktionen. 

Überdies aber zeigt es sich^ dafs interessante Rekursionsformeln 
stattfinden. 

In der That, wir fanden die Beziehungen: 



*) Cf. Erausef MathematiBche Annalen 26. 
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d'K(^,,v,) 



cu. 



2 >* — - 



^•^a(^w ^i) 



• X • X 



2 
1 } 



0) 



a'^a(t^i, V.) 



^1 > y») ^ _ XI 



3 ^a (^1 1 «^s) 



aui.aws -^^ ax ^•^i^('^^+/*^)> 



^*^a(»i» t^a) ^ '^ ^K(Viy ^i) 



du^* 



2 




ax 



X • %| • yi ■ ijv • 



In diesen Gleichungen ist die Summation nach x, A, [i zu nehmen. 
Wir setzen nun wie früher: 



oder einfach: 

(2) 






Die zu entwickelnden Formeln gelten einstweilen für alle Theta- 
funktionen. Wir wollen unter solchen Umständen den Index a zu- 
nächst fortlassen. 
Nun ist: 



ax 

oder also: 



df ^"i I a/* du^ j ay^ 



a«! 



du^ 



d»{v^,v,) _ a/^ / aiT,, 
— ä";; a^*r»' 

df ( dK^, , 



dK,, 



) 



+ 



au. 



a^• +^«' ax 

. .)4.J. 



dK 



i2 



a/- 



_ ^ Of ( , X 

, 1 a/" , , \ A ^f 

r ^ • y~" v^i • ^1 "T ^2 • ^2^ i ^ 



2 



a/- 






Hierbei ist gesetzt: 

'^ii -^22 * p^ -'*-2i • ^~ ' ? ^12 



ax 



^ TT ^^%\ j^ ax; 



= -ü:..- 



la 



t7X 



+ A-n 



a^j, 
ax 



8S 



"22 



ax 



21 



ax ' 



^2 



^2 - a'x 



71:.. . ^;-'' +K,, 



dK, 



a» 



rx 



Demgemäfs erhalten wir folgende drei Differentialgleichungen: 
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'du,*~ + 'K '2l '^. 2a ("i • *•» + «2 • x.») X • H 



1 



^Z" 



(3) + 2r"?f •^•^»'(^' + ^')==^' 



^Y . 2 4-r df 






d 



Die Summe nach x ist über x, k, ^ zm nehmen. 
Wir nehmen jetzt ferner: 

(4) ^a{nvy^^ nv^) = fainv^^ nv^ = Fa> 

Auch hier möge der Index a einstweilen fortgelassen werden. Dann 
leistet F den Gleichungen Genüge: 

1 



a»F . 2n» 4^ dF 






1 



aF 



+ ^*^'2 'a^^•V.^^/*^ 



0. 



Wir wollen uns zunächst mit der Transformation der ersten dieser 
drei Gleichungen beschäftigen. Dieselbe kann in die Form gebracht 
werden; 
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,., aMogy /aiogf \« 2n' ^_3]ogF 'CT, , , , 

1 

denn es ist: 

a» log F . (d\oß Fy l_ d^F 

Genau so folgt für f die Gleichung: 



.. d^ogf (dlogfy, 2 ^dlogf^ 

(*) ---t - -r \-j~ ) + ^ 2i " du; 2j (**i • ^'^ + ^'« ' ^•2)'« -^1 



+^2-^ ■«•«.' -0. 

Wir setzen nun: 

(8) W. = %- 

und lassen einstweilen den Index a fort^ dann erhalten wir ftir W 
die Gleichung: 

(9) ^+2«-^"'-^'««^ 



du^ ^ du, du, 

, 2n« ^ d W '^ 

i 

Wir wollen jetzt unter ^u{v^y v^), ^(i{v^y v^), ^y(Vi, v^, ^di^^y v^) 
vier Thetafunktionen verstehen, die ein Göpelches Quadrupel bilden 
und setzen: 

(1\J) X^ = -j- , X2 =* -7— , X^ = -F- ' 

'a fa 'a 

Es kann dann W als Funktion von x^, x^, ^zi ^> ^; f^ angesehen 
werden, und zwar wird: 

dW ^ ^^ dW ^^r d W ^ /i* !il V I S;j gH^ ^^r 
du^ ^^ dx^ du^^ d* \ äx / *~j^j dx^ du ' 

dnv ^^^ cnv / ^^r\^ . g-y a'ir _^^^^ ^^ 

^Wj* j^ cx^* \ c Ui J * ,^j cx^,dx^ du, du, 

, VT/ aTF \ ^ 
'^ jLJ\dxJ' du. 



r 
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Führen wir den Index a ein^ so nimmt die Gleichung für Wa 
die Form an: 



^-•^-(:?)+^.^ 



a 9 1 9 /< 9\ TXT- o'a 



+ ^^—^ — \- — 7 + 2n* — ö 'ö — 



du^ 



(11) 

2 

2 



2«« '^CT^^r 



1 * 



Aus der Gleichung, welcher die Gröfsen fay fßy fy, fd Genüge 
leisten, folgt unmittelbar die Beziehung: 

g« log X, /_^iog fßy__ ( d log fg y 

2 ^ aioga?! ^ N 9 

+ -^^ ~d^' '2j ^^1 • «•! + «*2 • «*2)X . Xi* 



1 



+ 2^«li|^...V==0, 




oder also: 



a' log a:, , / J log^i_\2 ^ log fg d log a;^ 



2 



+ ^-Zf — |f^'~^ ("i . x.i + tt, . X.2) X . X,' 



+ 2^^ -'-^r-^.-- ^1^ = 0, 




oder also: 



(12) |3+2il^«A_.|^ 
^ '^ ^Uj* ' dui du. 




+ -Ä- • /,* TiT" ' >Zr(^i • **i + % • ^*2)^ • *i* 



+ 2^'-fr--V-=0. 



Die analogen Gleichungen gelten für a^ und rt;,. 

Berücksichtigen wir diese Gleichungen, so nimmt die Gleichung 
für Wa die Form an: 



r 
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^* H' / cx'\^ ' ^--f c^ W^ cx^ dx. 



^-t € H' d*x^ ^rr^ d W^^ 



2* log f„ 

+ «*(l-n«)Tr«.-^^y" =0. 
Genau so ergeben sich die Gleichungen: 

+ n«(l — n*) >K„ • ;,- .^ = 0, 

.^' dx^ \ ^M, / "' ,^ dx^.dx^' du^ ' du^ 



^^r„ a«x. '«--1 aw. 






+ n».(l-n«).TF„.-^V---=0. 

Es mögen dieses die Gleichungen (13) sein. 

Diesen drei Gleichungen leistet die Funktion Genüge: 



n» 



Dieselben erhalten eine bessere Form, wenn wir 

setzen, d. h. 
14) Z„=- "'-' -.V-. 

Zu dem Behuf setzen wir: 

(15) aY„ 



eJiij.^w, . <9' 



1 (Sya(y^\ , . „ 
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Es ist nun: 

und ähnliche Gleichungen ergeben sich für A und ^, Nun gelten die 
zuerst in diesem Paragraphen aufgestellten Gleichungen f&r alle 
Werte von v^ und Vj, also auch fiir i;^ = r^ = 0. Nehmen wir das 
hinzu, so ergeben sich für Za die Differentialgleichungen (16): 

^^ dXjT \du^) '" .^i dx^.cx^ du^' du^ '^ j^ dx^ ^ ^ dui* 

d^Z^ dx^ dx^ ^-1 d^Z„ /dx, dx, dx^ dx. 




r 












Damit aber sind wir am Ziele. In den früheren Paragraphen 
ist gezeigt worden, dafs und wie die Gröfsen: 

(dx^ \* dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ c^x^ d*x^ 

sich als ganze rationale Funktionen der Gröfsen Xr darstellen lassen 
und Methoden zur Eoefficientenbestimmung gegeben worden. Da die 
Ausdrücke, die sich hierbei ergeben, ziemlich kompliziert sind, so 
mögen sie nicht wieder aufgenommen werden. Das analoge gilt von 
den Gröfsen /"„**, /jjj". Dann aber ergiebt die Anwendung dieser 
Differentialgleichungen eine Reihe von Rekursionsformeln zwischen 
den Koefficienten, die bei der Multiplikation der <r- Funktionen 
auftreten. 
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§ 35.*) 

Die Transfonaation zweiten Grades. 

Wir venden uns nunmehr zu der Transformation zweiten Grades. 
Bei derselben können wir uns vermöge der allgemeinen Betrach- 
tungen auf fünfzehn Repräsentanten beschränken, welchen die Deter- 
minanten 

2 
10 
i 2 



2 








' 





2 














1 














1 









1 



1 













• 


2 
















1 







t 





• 

— t 


2 





1 








1 








i i" 


2 





t % 





2 



entsprechen. 

Wir wollen ganz allgemein eine Transformation ins Auge fassen^ 
bei welcher: 



«1 = ^ = «3 



'2 



^3 =^8 







ist. 



Setzen wir: 

(1) nx(y^y v^) = «•;«, v^\ Ta', r^/, rjg') 

wobei X die Charakteristik: 

U A J 
bedeutet, so finden die Gleichungen statt: 

nxi^t + 1, «ü) = (- 1)»'- -^-iK, «2), 

MVu «, + 1) = (- 1)8». /!,(«„ V,), 

nxiv, + t,„ »2 + ri,) = (-l)^.7Ti(»„ «j).c-«'"(*-+*..), 
nx(v,-\-T,„ v, + t,,) = {-l)Knx{v„ i;,).e-«'"(»'.+*»), 
wobei : 



(2) 



(3) 



9i 

^1 



gesetzt ist. 



= 9i'h+ 9i'b^, 

"^l-Co+fl'ä-^l +'»2-^2 + ^1-^2, 

'^9i-do + 92'äi + A2-^2 + Ai.^3 + ^0'^ + di.d^ 



*) Cf. Koenigsberger: Grelle 67. Pringeheim: Mathem. Annalen 9. 
Rohn: Mathem. ADnalen 15. 
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Hieraas folgt, dafs die sämtlichen transformierten Thetaiunktionen 
Thetafunktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 



ffli 9»! 



mod 2, 



sind. Dieselben können also nach gegebenen Regeln durch die ursprüng- 
lichen Thetafunktionen dargestellt werden. Diese Darstellung ist je 
nach der Charakteristik eine verschiedene. Wir wollen zunächst den 
Fall ins Auge fassen^ dafs die Charakteristik Null ist. Die Frage, 
wann das eintritt, kommt auf die Lösung der Kongruenzen hinaus: 

= Oo . a; + Cj . y + Cj . ;ef + Ci . Cg, 
wobei die Bedinguogsgleichungen bestehen: 

^0 • ^ + ^1 • ^ ~ ^2 • ^1 = ö; 
&0 • ^ + ^ • ^2 =0, 

«0-^8 = ^1-^2 "=2. 

Man überzeugt sich leicht, dafs bei beliebig vorgelegten Werten der 
Gröfsen a, b, c, d sich immer vier und nur vier Systeme x, y, g, w 
ergeben. Genauer spezialisiert ergeben sich für die vier Arten der 
in diesem Paragraphen zuerst aufgestellten Transformationen resp. 
die Thetafunktionen mit den Indices 5, Ol, 4, 23; 5, Ol, 34, 2; 
5, 4, 12, 03; 5, 34, 12, 0. 

Mit andern Worten, wir finden, dafs die 60 Funktionen: 

^a(2vi, 2t;„ 2ri„ 2ri2, 2t^^), a = 5, Ol, 4, 23, 
»^{2v,, t;„ 2r,„ r,„ ^g— ), ß = 5, Ol, 34, 2, 

^y(v, + i.V., 2V,, -*i+^n+2>.r,,+ _iVr^^ ^^^ ^ , ^^^ 2r,,) , 

y = 5, 4, 12, 03, 

^ö{v,, ^;„^^±Ili-, -=^+-^, --^tl«), s^b, 34, 12, 

sämtlich Thetafunktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 
Null sind. Dieselben lassen sich daher sämtlich durch die Quadrate 
von vier Thetafunktionen, zwischen denen keine lineare Relation 
besteht, linear ausdrücken. Die Konstantenbestimmung kann mit 



# 
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Hülfe der Substitution halber Perioden stattfinden. Hierbei finden 
folgende Gesetze statt. 

Vermehrt man Vi und v^ um resp. 

1,1 ,1 1,1 ,1 

Y Wi -+- ytt^ . Tii •+- Y »lg . Tja, Y Wj + Y Wi . rjg -|- Y n, . t^, 

so wird t;/ und v/ vermehrt um resp. 

Y i^i + T ^1 • '^11 + Y ^« •'^la'' Y '^a + Y ^1 •'^la' + Y *'« •'^» ' 

wobei die Beziehungen stattfinden: 

• /ti = mj ao + Wg 6o + »1 ^0 + w« c^, 
^g — Wgfei + nidi + W2<^i? 
V, = Wi dg + na Cg, 
Vi = ni(lj. 

Daraus folgt unmittelbar, dafs es immer vier Substitutionen halber 
Perioden giebt, welche eine beliebige transformierte Thetafunktion in sich 
überführen. Es folgt ferner, dafs mit Hülfe der Substitution halber 
Perioden eine jede transformierte Thetafunktion nur in drei andere 
transformierte übergeführt werden kann und zwar jedes Mal auf vier 
verschiedene Arten. Es ist nicht schwer, die Substitutionen zu 
fixieren, welche eine beliebige transformierte Funktion in sich selbst 
überfQhren. 

In der That, vermehren wir Vi und v^ um resp. 

Y^ ' Ö' 

JL /7 _L 

Y (■" ^1 + ^1 • "^la) >■ Y ("~ ^1 + *i • "^s«)' 

SO sind unter diesen vier Paaren immer zwei, welche nach dem 
Modul 2 von Null verschieden sind. Nennen wir sie (Oa, Wa] aifi, Wß, 
80 entspricht den Vermehrungen von v^ und t^g um resp.: 

0, 

(Oa + (0(i, Wa + Wfi 

eine Vermehrung von v^ und v^' um ganze Multipla von Perioden. 
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Man wird xiHn zu der einfachsten Darstellung unserer 60 Funk- 
tionen gelangen ; wenn man als ursprüngliche Thetafunktionen vier 
solche wählt, welche bei den soeben definierten Substitutionen halber 
Perioden in einander übergehen. Es giebt, wie man sich leicht 
überzeugt, vier solcher Systeme von ursprünglichen Thetafunktionen, 
und zwar erschöpfen diese Systeme die 16 Thetafunktionen. Ein 
jedes System ist ein Göpelsches Quadrupel, unter diesen vier 
Göpelschen Quadrupeln giebt es dann eins und nur eins, welches 
aus lauter geraden Thetafunktionen besteht. Dieses . Quadrupel greifen 
wir heraus, dann wird die Darstellung der dazu gehörenden trans- 
formierten Thetafunktion lauten: 

(4) nx{vi, v^) = c(^a(v^j v^y + «1 .^/y(vi, v^y + «2-'^y(Vi; ^2)' 

wobei c eine Konstante ist und Si uud £2 ^i^ positive oder negative 
Einheit bedeuten können. 

Wir nehmen jetzt den speziellen Fall: 

^5(2^1, 2v2, 2rii, 2ri2, 2x32). 
In demselben wird: 

d-^(2vif 2v^, 2rii, 2rig, 2x^2) 

= c(^5(^n ^2)* + ^12(^1, ^'2)' + ^u(^u ^2)' + ^oK; ^2)*) . 

Die Eonstante ergiebt sich durch Nullsetzen der Argumente aus der 
Gleichung: 

^ß(0, 0, 2r,„ 2r,3, 2r,J = c(^,' + »,,' + V + V), 

oder, wenn wir die transformierte Thetafunktion durch einen grofsen 
Buchstaben bezeichnen, aus der Gleichung: 

Nun überzeugt man sich aber durch mechanisches Quadrieren leicht, 
dafs die Gleichung besteht: 

(5) 405» = »,' + *«» + *M* + V- 
Hieraus folgt: 

(7) 405.^5(2t;„ 2v,, 2x,„ 2r,„ 2rJ 
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Genau so wird: 

4öoi .a'oi(2t;,, 2Vi, 2t^i, 2z^^, 2t^) 

(8) 404 .-9-4 {2v,, 2t;„ 2t,,, 2r,„ 2r,,) 

4 628.'9',3(2t;i, 2t;8, 2rii, 2rij, 2rgj) 

Wollte man auch die übrigen 56 transformierten Funktionen durch 
dieselben Gröfsen ausdrücken, so ergeben sich kompliziertere Ausdrücke. 
So z. B. wird: 

/A 2 A 2 _1_ A 2 A 2\ /A /-, .., \« _L A Z'*, -, \2\ 



(9) 



/a9 /V9IA.9 a9 a9 «x9\ /v/ _\9 



k^'u •■»^i -r ^'u •'«'■01 —■«'■2 •*^<»)-^o\Pu ^i) 

, (d,* . ^,« + *„« . *,« - V • *03*) • «-mK, »2)* 
+ (V • ^03* + *0,* • «■0»* - *U* . *2*) • *12(«U «2)*- 

Ganz analog lassen sich die übrigen Fälle erledigen. Zu einer 
jeden von Null verschiedenen Charakteristik gehören 12 transformierte 
Thetafunktionen, von denen sechs gerade, sechs ungerade Funktionen 
sind. Eine jede derselben enthält zwei willkürliche Konstanten und 
läfst sich nach gegebenen Regeln durch die ursprünglichen Theta- 
funktioneu ausdrücken. Die Eonstantenbestimmung erfolgt wiederum 
durch Substitution halber Perioden. Auch hier ist es möglich, die 
ursprünglichen Thetafunktionen so auszuwählen, dafs die Eonstanten 
sich nur um das Vorzeichen von einander unterscheiden. 

Für den speziellen, vorhin betrachteten Repräsentanten er- 
giebt sich: 

Kransc, Thetaftitiktloncii. 11 
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29,2 .'9'i2(2t;i, 2t;g, 2ri,, 2r,g, 2T22) ^ 

2e34.a'84(2t;,, 2t;2, 2irii, 2ri2, 2r22) 

= '^6(^17 V2) . -Ö-siC«^!; i'») + ^oi^u Va) • ^wK, Vj), 
200 .d-Q {2vi, 2v^, 2Trii, 2ri2, 2r22) 

(10) 2eo3.'9'o3(2t^i, 2t;2; 2r,i, 2Tr,2, 2r22) 

^^&(^i, ^2) • '^12(^1, ^^2) — -^oK. ^2) • -^84(^1, ^)y 

202 .-ö-g (2vu 2^2, 2rii, 2r,2, 2r22) 

2014 • '^14(2^1, 2t72, 2ri,, 2ri3, 2T22) 

= -^5^; ^i) • '^o(^i> «'a) — ^12(^1, t;«) . '»•84(^17 «^2)- 
Die noch fehlenden Formeln sind aus den hier stehenden durch 
Substitution halber Perioden zu entwickeln. 

Übrigens ist es nur nötig, die ganze Formenmannigfaltigkeit fQr 
einen Repräsentanten zu kennen, um sie mit Hülfe der linearen 
Transformation für alle Repräsentanten zu kennen. In der That, 
es wäre das bewiesen , wenn stets Zahlen a, b^ c, d und a, V, c\ d' 
je einer linearen Transformation so bestimmt werden können, dafs 
die Gleichung stattfindet: 



(11) 



«0 


«1 


<h 


«8 


\ 


6. 


b. 


h 


Co 


Ci 


c. 


Cs 


do 


d. 


d. 


ds 



«0 













^0 


«1 










Wo 


w, 


«'s 







«0 


x^ 


Xt 


«3 





U^ V V 


u 


«0 


«1 


<h 


a» 


< < 





V 


K 


V 


V 


W^ W^ Wi 





Co 


Cl 


Ct' 


Ci 


Xq Xi Xg 




do' 


d,' 


d,' 


d; 



wobei die beiden andern Determinanten zu beliebig gewählten Re- 
präsentanten gehören. Die Richtigkeit der Behauptung zeigt eine 
einfache Rechnung. 

Hierbei tritt der eine Übelstand auf, daXs die Zahlen a, hy c, d 
den entsprechenden Zahlen a, V, c, d' im allgemeinen nach dem 
Modul 2 nicht kongruent sein werden — es ist aber nicht schwer, 
die Zahlen so zu wählen, dafs Kongruenz stattfindet. In der That, 
wir nehmen an, dafs die ganze Formenmannigfaltigkeit bekannt sei 

für die Transformation 

2 

2 

10 

1 
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Nehmen wir dann an, dafs auf der rechten Seite die Determinante 
steht: 

2 1 

10 

i 2 

1 

80 haben wir zu setzen: 

Oo = 0, o, = 1, a, = 0, aj = 0, 
6o = 0, 6, =0, 6, = 0, fej = l, 
Co = 1> c, = 0, Cg = 0, 



d. 



0, di = 0, d, = l, d,-0. 



und femer für 



1) , 


( = 0; Cs — 


0, 




2) 1 


► — 1; Cj— 1. 




Nehmen wir zweitens an. 


, dafs auf der rechten Seite 


die Deter- 


minaiite steht: 








10 






• 


»200 








10 


> 






/ -t 2 






so haben wir zu setzen: 






«0 = 0, a 


1 — 0, 0,-0, a, — 1 




&0-0, h 


1-1, &, -0, 




Co = 0, c 


1 — 0, Cj = l, Cj — 0, 




do=l, d 


1 = 0, 




und ferner fflr: 






1) i = 0, t" = ( 


3 : 63 = 0, dg = 0, dj = 


0, 


2) » — 0, » — 


l:&j= 0, dj=-0, d; 


1, 


3) t — 1, »' — 1 


0:6, 1, d,-l, dj- 


0, 


4) i^l,»'» 


1 : &j= 1, « 


k-l,d, 


1. 



Nehmen wir drittens an, dafs auf der rechten Seite die Deter- 
minante steht: 

II* 
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1 
«•" 2 
» 






2 



80 haben wir zu setzen: 



a. 



'0 



= 0, 
= 0, 

^0= 1, 



«1 = 0, 
6, = 0, 

Cl= 1, 



= 0, 
6, = 1, 



0» = !, 
63 = 0, 



<k = 






0, d; = 
0, <«,= 

0, d,= 

0, dj- 

ft, = — 1, (^= — 1, (^ = 

C5= — 1, (^=—1, <i, = — 1, 

c,= — 1, d^ = — 1, (^=-1. 



0, d,= 0, 
0, (ii= 0, 

0, d, 1, 

0, d, = -l, 

0, 

•0, 



und falls: 

1) i = 0, «" = 0, i" = 0:c2= 

2) i = 0, t" = 0, i"= 1 : ^2 = - 1 

3) i = 0, t'^l, r=0:C2= 

4) i = 0, i' = 1, i" = 1 : Ca = — 1 

5) i= 1, ^==0, i"=0:C2= 

6) / = 1 , i' = 0, i" = 1 : C2 = — 1 

7) i= 1, i'« 1, i"'=0:c,= 

8) i=l, i' = l, r=l:cj=- 1 

Die Zahlen a . . . sind dann in jedem dieser Fälle den entsprechen- 
den Zahlen a . . . nach dem Modul 2 kongruent. 

Eine Hauptanwendung der Transformation 2*^ Graded besteht 
darin, dafs mit ihrer Hülfe die Thetarelationen in eleganter und 
übersichtlicher Weise abgeleitet werden können. Die Betrachtungen 
haben viele Ähnlichkeit mit den Betrachtungen des § 10 und mögen 
daher fortbleiben. Ferner steht die Theorie der Transformation 2^^ 
Grades in engster Beziehung mit der Theorie des arithmetisch- 
geometrischen Mittels von vier Elementen, welche von Borchardt 
entwickelt worden ist. Mit ihrer Hülfe kann in gewissen Fällen Q'f^ 
berechnet werden, wenn die Moduln x^, A*, ^i? gegeben sind. 

Aus der Transformation der Thetafunktionen folgt unmittelbar 
die Transformation der hyperelliptischen Funktionen. Jedenfalls 
ergiebt sich das Resultat, dafs auch in diesem Falle die 
transformierten Funktionen rationale Funktionen der ur- 
sprünglichen sind. 
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§ 36.*) 

Die aUgemeine Transformation anpaaren Orades. Erste Methode 

der Eoefficientenbestimmnng. 

Wir wenden uns jetzt zu der allgemeinen Transformation un- 
paaren Grades. Nach den Betrachtungen des § 22 sind wir berechtigt 
anzunehmen, dafs der Grad eine Primzahl n sei. Ferner sind wir 
berechtigt, uns auf die Repräsentanten zu beschränken und zwar 
fanden wir hierbei die Determinanten: 



n 
















n 
















1 
















1 





n ' 1 
1 I i n 



t n 1 
1' 



10 
10 



1 »1 jj n 



ij — * n t 



ij n 



Durch Zusammensetzang dieser Determinanten mit den Determinanten: 



10 0' 
10 
10 
1 

bei welchen 



10 
10 



ai 1 





1 



1 
ai 1 








10 
10 



1 at, a4 1 

I 

ae\ — ai 1 \ai ai^ 1 



an 



- 1 mod 8 



ist, ergiebt sich das Resultat, dafs wir berechtigt sind, in den ur- 
sprünglichen Determinanten die Elemente, welche links von den 
Diagonalgliedern stehen, als durch 8 teilbar anzunehmen. 

Wir beschränken uns auf diese soeben definierten Transfor- 
mationen. 

Setzt man dann: 

1) ni(v^, rg) = d'jtivi, <, Tu'; ^12'; '«^22')? 

wobei X die Charakteristik 



[5^1 ^2! 



bedeutet, so finden die Gleichungen statt: 



*) Königsberger: Grelle 67. Krause: Acta mathematica 3, 
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ni{v, + 1, vg) = (- i)^^.nx(v,, t;,), 

Dabei ist die transformierte Funktion zugleich mit der ursprüng- 
lichen gerade oder ungerade. Hieraus folgt^ dafs die transformierten 
Thetdfunktionen Thetafunktionen n*®' Ordnung mit derselben Charak- 
teristik, wie die ursprünglichen sind. Dieselben können dann nach 
gegebenen Regeln durch die ursprünglichen ausgedrückt werden. Die 
einzige Schwierigkeit , die hierbei auftritt, ist die Bestimmung der 
Konstanten, welche in den fertigen Formeln auftreten. Wir be- 
stimmen dieselben zunächst auf folgende Weise, indem wir einen 
bestimmten Fall ins Auge fassen. 

Es ist: 

(3) d'^(v^', Vj', Ti/, ti/, Tja') 

« + /^ + y + * = w, ß'i-y = y + di=0 mod 2, * < 4. 
Vermehrt man nun v^ und v^ um resp. 

1,1 ,1 1,1 ,1 

Y^i + T^i -"^ii + Y»*2-'«^i2; y^ + Y»i.ti2 + ynj.rgg, 

so werden v/ und Vg' vermehrt um resp.: 

Y ^1 • «0 + 2 ^1 • ^3 • ^1/ + Y Wg . Cg . Tig', 

Y Wg . 61 + Y n^ . rfg . tjg' + ~ ng . Cg . Tgg', 

wenn man von geraden Vielfachen von Perioden absieht. 

Hieraus folgt, dafs wir durch Substitution halber Perioden aus 
der obigen Formel 15 neue erhalten, welche die Form haben: 

(4) ^a(Vi', V^\ Tj/, tig' Tgg') 

In diesen Gleichungen denken wir uns an Stelle der Thetafunktionen 
die ^-Funktionen eingeführt; wir denken uns ferner durch ösTwi, tig)* 
beide Seiten einer jeden Gleichung dividiert und endlich an Stelle 
von den transformierten <y- Funktionen, die wir durch; 
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bezeichnen wollen^ gesetzt: 

Wir erhalten dann 16 Gleichungen^ in denen die Unbekannten ea^y^ 
linear vorkommen. 

Jetzt denken wir uns beide Seiten entwickelt nach Potenzen 
von u^ und u^, indem wir hinzunehmen; dafs die Beziehungen be- 
stehen: 

Die auf den rechten Seiten stehenden Funktionen ala(uj^f u^) 
lassen sich dann nach gegebenen Regeln in Potenzreihen von u^ und 
u^ entwickeln. Die Eoefficienten sind jedenfalls rationale Funktionen 
von d'a. Auf der linken Seite lassen sich die Funktionen: 

auch nach Potenzen von u^ und u^ entwickeln ; so zwar, dafs die 
EoefGcienten sich rational aus den transformierten Funktionen 6a 
und den Gröfsen Mq^ M^, M^, M^ zusammensetzen lassen. 
Femer sind dann noch die Funktionen: 

nach Potenzen von u^ und u^ zu entwickeln. Wir wollen in dieser 
Entwicklung die Eoefficienten mit Ausnahme des konstanten Gliedes 
als Unbekannte ansehen und sie durch den Buchstaben y bezeichnen. 
Es bestehen thatsächlich zwischen diesen Eoefficienten einfache Be- 
ziehungen , indessen sehen wir davon ab. 

Setzen wir nun die Eoefficienten der einzelnen Potenzen von 
u^ und 1^2 links und rechts einander gleich und zwar bis zu den 

Gliedern 2r + 1***' Ordnung incL, so erhalten wir (r + l)(16r + 22) 

n* -4- 1 
lineare Gleichungen mit den {r -\- Xf — 1 H ~ — Unbekannten 

Ca^yd und y. Lassen wir daher r wachsen, so müssen wir im Stande 
sein, sämtliche Unbekannte als rationale Funktionen von 

^ay e«, jMo, üfi, -3^, M^ 

auszudrücken, während zwischen diesen Gröfsen selbst unendlich viele 
Beziehungen rationaler Natur bestehen. 

An Stelle des Systems von 16 Gleichungen, das wir in Betracht 
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gezogen haben, hätten wir auch ein System von 16 Gleichungen 
wählen können^ welches aus dem ursprünglichen durch Division aller 
Gleichungen durch die erste entsteht. Dasselbe bietet den Vorzug^ 
dafs die Gröfsen y fortfallen. Im übrigen würden sich die analogen 
Resultate ergeben. 

Das Problem kann aber noch weiter reduziert werden. Dazu 
beweisen wir, dafs alle Produkte der Eonstanten zu je zwei sich als 
rationale Funktionen der Gröfsen d'a und 6a allein ausdrücken lassen. 

In der That^ die Quadrate der Thetafunktionen lassen sich 
linear durch die Quadrate von vier solcher Funktionen ausdrücken^ 
zwischen denen eine Göpelsche biquadratische Relation besteht. So 
z. B. ist (6): 

-Ar . V28(^i } ^2 > '^11 9 '''12 i '"'22) ^^ ®5 • "28 • ^& \Vi ) ^2 ; ^u ? ^12 9 '^^22 ) 

Ö5 . Öqs • "^02 (^1 9 ^2 ; "^ll 9 '^12 9 '^ü ) 

^34 . 003 . ^i \v^ , i?2 , 1^11 , r^a , '^%i) 7 

N. ö-o (t?/, V/, Ti/, r,2', t^^y == 023''- 0l/ • ^6 {^19 <, ^11', ^^12'? ^32? 

"i4 • "03 • '^oaC^i 9 ^2 > ''11 9 "^12 ; '"'22 } 
-J- ©4 • ©23 • '^i (^1 ; .'^2 9 ^11 ; '''12 9 '^it ) 

04 • 003 • ^»4(^1 ; ^2 9 ^11 9 ^12 9 ^2t) 7 
N . ^3 (Vj , Vg , T^i , Tjg , Tgjj ) = 634 . ©4 . "Ö-g (t?i , Vg , Tjj , Tjj , r22 } 

05 . 014 . v'osC^l ; ^2 9 '^n 9 ^12 ; ^22 ) 
084 • ©14 • '^1 C^l 9 ^2 9 ^11 } '^12 f ^22 ) 

r ©5 • ©4 • ^UV^l 9 ^2 y ^11 ; ^i2 > ^22 ) > 

N = 0„* + 0^*. 

Die übrigen Formeln sind aus den hier stehenden durch Substitution 
halber Perioden abzuleiten. 

Denken wir uns nun diese Gleichungen dividiert durch ^^(v^y Vg)^" 
und uns an Stelle der Gröfsen 



die Werte eingesetzt, die sich aus dem ursprünglichen Systeme von 
16 Gleichungen ergeben. Wir erhalten dann 12 lineare Gleichungen 
mit den Unbekannten ^a^yd -^a^fi^y^s^- Die Eoefficienten setzen sich 
unter Adjunktion von ^a und ©a aus den Funktionen aZa(tij^ Ug) 
zusammen. Indem wir dann die Reihenentwicklungen der hyper- 
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elliptischen Funktionen einführen ^ erhalten wir unmittelbar das ge- 
wünschte Resultat. 

Wenn aber die Produkte aller Eoefficienten zu je zwei sich 
rational aus den Grofsen d'a und 6« zusammensetzen lassen^ so thun 
es die Grofsen M^, M^ »M^, M^ auch. 

In der That, bilden wir die Produkte: 

^h\P\ 9 ^2 9 ^11 9 ^12 9 ^22 ) • '^02(^1 9 ^2 ; ^11 ; ^12 9 ^22 J9 
^bV^l 9 ^2 ; '^n 9 ^12 9 ^22 J • '•''l V^l 9 ^f 9 ^n 9 '^12 9 ^22 /; 

difierenzieren dieselben und setzen nach der Differentiation die Argu- 
mente gleich Null, so überzeugen wir uns leicht von der Richtigkeit 
der Behauptung. 

Hieraus aber folgt der 

Lehrsatz. 

Alle Eonstanten, welche bei der Transformation n*^ 
Grades auftreten, lassen sich rational durch die Grofsen 
d'a und 6a ausdrücken. Zwischen diesen Grofsen selbst 
bestehen unendlich viele rationale Beziehungen. 

Zu gleicher Zeit folgt aus den früheren Betrachtungen, dafs der 
Quotient je zweier Eonstanten sich rational durch die Quotienten 



0. 



^5 ' 



a 



ausdrücken läXst. 



Die Zahl der Thetarelationen, die wir auf die genannte Weise 
erhalten, läfst sich noch vermöge folgender Bemerkungen vermehren. 
Erstens zeigt sich bei der unpaaren Transformation die lineare Trans- 
formation von hervorragender Bedeutung. 

Die Anwendbarkeit derselben beruht auf folgender Bemerkung. 

Wenn (uq v^ w^ x^) und {u^ v/ w?/ x^) zwei ganz beliebige 
Repräsentanten sind, so lassen sich immer zwei lineare Transfor- 
mationen (a^ &j 
wird: 

«0 ^1 ^ <h 



Cg d^) und (a^)' 6/ c^ d^) derart bestimmen, dafs 



60 61 
.^0 ^1 



^2 *3 

rfj d^ 



Uf 



Vr 







Vi 








Wq Wi w^ 









•Cn X% X^ Xc 



1*. 



■0 



». 



w, 







V, 








0- 



tO, Wt 










X. 



(I 



X, 



Xi Xj 



«0 «1 



V 



äo 



W 



rf.' 



«2 
W 



<4' 






Die Richtigkeit dieses fundamentalen Satzes zeigt eine einfache 
Rechnung. Dabei folgt zu gleicher Zeit, dafs die Zahlen a, &, c, d 
den entsprechenden Zahlen a , &', c, d nach dem Modul 2 kongruent 
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sind. Dann aber können alle die Sätze, die wir für die lineare 
Transformation gefunden haben, für die allgemeine Transformation 
verwerthet werden. Die einzigen Schwierigkeiten sind Zeichen- 
schwierigkeiten, die bei der Umkehrung der Transformationen ein- 
treten. Indessen sind auch diese vermöge der getroffenen Wahl der 
Repräsentanten nur von geringfügiger Bedeutung. — 

Ferner zeigt sich folgende Bemerkung von Bedeutung. Wir 
fanden, dafs zu jeder Transformation (a^ b^ c^ d^) eine andere von 
der Form gehört: 

d^ 



Cs 


-h 


<h 


Ci 


-b. 


(h 


Cl 


h 


«l 



-d, - 



'0 



a 







Wir nennen dieselbe die zu der ursprünglichen supplementäre 
Transformation. Wie man sich leicht überzeugt, führt die Auf- 
einanderfolge der beiden Transformationen zur Multiplikation. Dieser 
Umstand macht die supplementäre Transformation zur Auffindung 
weiterer Thetarelationen in hervorragender Weise geeignet. 

Jedenfalls folgt aus den vorhergehenden Untersuchungen das 
Resultat, dafs die transformierten hyperelliptischen Funk- 
tionen sich rational durch die ursprünglichen ausdrücken 
lassen. 



§37.*) 
Die Transformation dritten Grades. Beziehungen zur ZaUentheorie. 

Wir wollen jetzt zunächst den Fall ins Auge fassen, da£s 
n = 3 ist. 

Dann ist: 

(1) ^6 (v/, v/, T,/, r,/, t^') = (^1 . ^5 K , v^y + Cg . -^5 (Vi , V,) . 0-, (vj , v^y 



2 



Substituieren wir halbe Perioden und setzen dann v^ = r^ ■= 0, so 
erhalten wir die Gleichungen: 



*) Cf. Koenigsberger: Grelle 67. Krause: Acta mathematica 3. 



Beziehungen zur Zahlentheorie. , 171 

^03' ^03*^^ ^1 • "^03 r ^3 • '^03 • '^28 7 ^23 • ^^23 ^^ ^1 • ^^23 ^ • '^23 • '^03 7 

Ö4-^4=C2-^4*— ß2-^4*-V, «. ©14.^14 = <'l -^14* + e2.^u'-V> 

0, .-^0 =^1 • V + ^2 . V . V + ^ • V • -^2* + «4 . V • V 

(2) 00,. *„,= e, . V - «» • *oi*- Ö-o* — es • «•«* • »n + e* • Ö-oi* • ■^2* 

02 . -ö-g = ejL .'Ö'a^ ^'^i^ ' ^1%^ ^8 • ^2^ ' ^0^ + ^4 • ^2^ • "^01* 

©12 • ■^12 = ßl • *12' + e, . »,2' . fl-j* + 6, . ^„* . ^ot* + 64 . fr„* . ■&0* 

I ^5 • "^0 • '^Ol • '^2 • '^12* 

Dabei ist gesetzt: 

« = (-1) ' ' - 

Mit Hülfe der Theorie der supplementären Transformation ergiebt 
sich dann femer: 

(3) -9-5 (nvj, nvj) = e/. -ö-g«, <, Ti/, r^^', r^/)» 

62 • '»''SV^I 7 ^^2 ? "^n ; ''^12 > ^^22 J • ''l V^l ? ^2 ? ^11 7 "^12 > ^22 ) 

^3 • -^sC^l 7 ^2 > ^11 ; '^12 ; '«^22 J • ^02(^1 ; ^2 ? ^11 ; '^12 » ^22 ) 

^4 • '•'S^^l 7 ^2 > ^11 ; ^12 ? ^22 y • '*'^34\^1 } ^2 7 "^ll 7 ^12 7 ''^22 ) 

V ^6 • "^iC^l 7 ^2 7 ^11 7 ^12 7 ^22 ) • '^02(^1 7 ^2 7 "^11 7 ^12 7 ^22 ) 

• '^84(^/7 V7 ^1/7 ^12') '^22')' 

Betrachtungen einfacher Natur zeigen, dafs die obigen zehn 
Gleichungen ungeändert bleiben, wenn man ea an Stelle von ^a, 6a 
an Stelle von ^a und umgekehrt setzt. 

Aus den Gleichungen folgt: 

(5) ^ *..^14(V.+ ^14*) ' 

Ebenso einfach ist die Bestimmung von e^ und den Gröfsen c„'. 
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Zu gleicher Zeit ergeben sieh die Thetarelationen: 

(5) Gol . -ö-oi + ©12 - -^18 + « . ©14 . d-,^ = ©5 . -^5, 

©4 • -^4 + * • 014-^14 + ©34 • ^34 = ©6 ' "^5 > 

und ferner (6): 

©0 • ^0 + ©Ol • -^01 - ^1 (V + ^01*) - ^3 • ^0Z''^22' + ^4 . V- V 

= ^i'(©o' + ©Ol*) - <' e^\ ©,3^ + e: . ©5* . ©^^ 

©0 . ^0 + 02 • -^2 = e,W + ^2') + e, . a-,« .>u' + e, . V • V 

= ^i'(©o' + ©2*) + < . ©4' . ©14' + e: . ©5* . Ö3,^ 



©0 • -^0 ~ ©12 . -^12 = «i(V - -^12*) + ^ • '»•4' . ^14' - ^ . -ö-os* • -ö": 



29 



2 



Wir wollen nun wieder wie früher die Thetafunktionen aufgefafst 
als Funktionen yon m^ und t<2 durch fa(tii, u^) bezeichnen^ d. h. 
setzen: 

die transformierten Funktionen mögen durch grofse Buchstaben von 
den ursprünglichen unterschieden werden, d. h. es möge sein: 

Die ersten Differentialquotienten nach u« resp. u/ für die Nullwerte 
der Argumente bezeichnen wir durch: 

/ä'Wo resp. Fa{u.\. 
Unter diesen Voraussetzungen ergiebt sich durch Differenzieren das 
Gleichungssystem (7): 

^i'-f's'COo-^'+i 

= (— ^3 • ^14* + ^4 • ^A)fsi^')o + «5 • -^4 • -^14 • fiz{^*)07 
^2 {FlsMo . ^.-1 + i^l3'«)o • J*f. + l) 

= (C3 . ^4' + 64 . ^14')/i3' Wo - «6 • ^4 . -Ö-i^ . ^3'(wOo> 

= ( ^2 • '^OS "T ^4 • ^^23 ;/24 (^VO ^6 • ^23 • ^^03 • /04 (**0o> 

= (Cj . «•34» + Cj . »6*)/"oSl'(««)o + «6 • •Ö'S • ■^M • /i'(**«>0> 
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In diesen Gleichungen ist gesetzt: 

^1=(-1) ' ,^, = (-1) ' . 

Hieraus folgen unmittelbar die Werte von Mq, M^, M^, M^ (8): 

f, . M, = ^08 . ^38 • "ö-^^Tif- -^s- -0,3.0,..0,:o,;' 

^ Tlf^A A Qs 4'e4'e5' ^ ^a8.-»08.^4.»5'-0'84' 

^84 •''4 '^6 ^01 •^ll'^28''>'l*^0«*^0'^14 

^ 0*0*0* 
^ Tlf O, a, ^ »8 • ^84 • ^ 4 '^ö 



(-<^3.«'l4' + «4.V)«'0,.«'l8-«'«.^0+«5.^84*.^4'.^5'.i^* 



001. 01,. 0,. 003. 00. 014 

Dabei ist vermöge der früheren Betrachtungen (9): 

Tif M M M M n Ji . ^5* '^* - ^S ^01 •^12'^>3-^>-^03 -^0-^ 14 

^0 • -^8 -^1- -iÖ2— ^ = ^0 • ^1 • A 5 A 8 Ä-3- • -0— -0—0 "0~0~ ' 

Vg4 •''4 •*'^ö ^01 •'^l 2* ^23 •^«» ^03* ^0*^1 4 

Es bleiben demnach noch acht Thetarelationen aus den obigen zwölf 
Gleichungen übrig. Dieselben lassen sich in übersichtlicher Weise 
darstellen^ wenn wir die folgende Bezeichnungsweise einfähren: 

-{Fa'Mo . M,.+ Fa'Mo . Jtf,)/ä'0«,)o = da, 
- (Fa'M, . M^ + ><.'(<)o • -»f8)/"»'(«l)o = da". 

Dann nehmen die obigen zwölf Gleichungen die Form an: 

5 2 1 2 • 1 • 2 • Ji J JJ J] 

== ^2 • ^08 ^ ^8 • ^1 ; 

7 13 /^ <V 8 A 2 ^ VA2;^oi^*o 

^1 • "3 =^ ^^3 • '*''l4 ^4 • ^^4 j Ä~A Är~ö ? 

V4.V14 .Vj.Wß 
^X * • ^1 2 • ^01 • "^2 • ^0 

^2 . rfis' = (^ . ^4^ + e, . ^,,*) -^-^-^-^--, 

(^1) 7 Ü4_ r A Ä_ q. g>, ^ x'-'^l2 '^0l-^2''»Q 

61 . «24 — K^2 • -«^03 ^4 • '«'sfS .) ^^^ .e-,3 .-&;.0, ' 

^ 24__ / Q. 2 I q. g.^ ^x*--^12--^0l»'^ 2''^0 



*2 • ^02 — (^ • ^34 "T ^3 • ^5 ) 



^08- '^23- -^5 -05 



^6'^34»^Ö*^6 
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Durch Anwendung der supplementären Transformation erhält 
man ein neues System von Formeln. Man kann dasselbe aus dem 
entwickelten erhalten, indem man an Stelle von e«: Ca', von d-ai 6« 
und umgekehrt setzt, ferner an Stelle von Jf^, M^, M^, M^ resp.: 

77 , ^r-, ^-, —jjT- wnd endlich e^, b^ 2Ji Stelle von 

B^y B^. Durch Yergleichung erhält man die eleganten Thetarelationen: 

3( c,.v +c,.*,,*) = 7r(-e.'.e„» + e;.e,»)|i^, 

(12) 

3( e,.»,* ^-e,.»^^ = N{ e,' . 0,,« + e,' . 0,« ) -|^ 



'6 • '-'84 



3( c, . *„» + c, . V ) -= -Z^C «i' • e,» + e,' . 03,») 1^ . 
In diesen Formeln ist gesetzt: 

Auf diese Weise haben sich eine Anzahl von Thetarelationen 
ergeben. Dieselben zerfallen in zwei Kategorien. In der einen treten 

lediglich die Quotienten von Thetafunktionen auf d. h. -a-, q^; in 

6 6 

der andern findet dasselbe nicht statt. Durch Fortsetzung des Diffe- 
renzierens kann die Zahl der Relationen bis ins unendliche vermehrt 
werden. 

Die ersten Relationen, welche in diesem Paragraphen entwickelt 
worden sind, rühren von Eönigsberger her. Dieselben lassen 
sich auf rein arithmetischem Wege in einfacher Weise folgender- 
mafsen ableiten. 

Setzt man: 

(13) 



m = Ü± L+Ji?-?l±iI 



80 folgt umgekehrt: 



V 
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2i 4- 1 = w + 3tt, 

(14) "^^ 

und es ist: 

(15) m> + S,^^(^i±±y + s{^i±Ly. 

Fügen wir die Bedingung hinzu, dafs m -{- (l eine ungerade 
Zahl ist, dann folgt, dafs einem jeden solchen Wertsysteme m, ^ ein 
ganzzahliges Wertsystem 2i + 1, 2 j + 1 entspricht Das umge- 
kehrte findet nicht statt. Es mufs: 

2i+l = 2i+lmod4 

sein, damit sich ganzzahlige Werte für m und ^ ergeben. Lassen 
wir daher unter der Einschränkung, dafs: 

w + ft E^ 1 mod 2 

ist, m und (i sowohl, als auch i und j alle ganzen Zahlen durch- 
laufen, so wird die Form m^ -{-d^^ dieselben Zahlen darstellen wie 
die Form: 

(ü±i)'+8(ii±i)- 

und zwar die zweite doppelt so oft, wie die erste. 
Setzen wir ferner: 

(16) ' 

2» + l=i— A,. 

80 gilt das analoge von den Formen 

(---?-)'+ 3 (^^y und ? + 3A» 

Zu gleicher Zeit folgt die Gleichung: 

(17) m(2n + 1) + 3ft(2t/ + 1) = l(2i + l) + 3A(2j -f 1). 

Mithin werden die beiden Potenzreihen: 

und: 

einander gleich, wenn die Voraussetzung gemacht wird: 

m + ftEE^-fA^il mod 2. 
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Im übrigen ist die Summation nach allen ludices von 
-f- oo zu erstrecken. Setzt man nun: 

so hat man für den Repräsentanten: 

3 

3 

10 

1 



oo bis 



»^ . 04 — ^03 . 0, 

= 2 "5« 



(18) 



03 




(2n4-l)*+ S(2r-fl)' 
; >; af»*+8A4*.ym(2«4-l)-f-3//(2r+l).^ 4 

w + ft ^ 1 mod 2, 



"^01 • öoi — -ö-g . 02 




X + l~l mod 2. 
Mithii] ergiebt sich die Gleichung: 

(19) ^4 • ©4 - -^03 • ©08 = ^01 • ©ül - ^2 • ©2. 

Allerdings ist dieselbe nur für einen bestimmten Repräsentanten 
abgeleitet — indessen würde die Ableitung für die andern ganz 
analog sein. 

§ 38.*) 
Die Transformation fünften Grades. 
Im Falle n == 5 können wir setzen: 
(1) »,iv,z} = e, . &M' . »M' + e, . »,ivf . »,,ivr 

+ '■5 • »M ■ *i C4* + ^« • »M • »A^f 



*) Cf. Kr aase: Mathem. Annalen 16. Acta mathematica 3. 
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Mit Hülfe der Substitution halber Perioden ergiebt sieb dann (2): 



*« » « A »/■»*_ A «\ ' ^5 »^ -^ '■ 



p _ e» • » »' - e,4 . ».4' _ _ e.« . », - e. . »,4 

^"">.4'.V(V-«'.4*)' ^ *.4 • *6 (V - *.4*) * 

^-1^ + 1^-1^ = 2«.. *,«.V+(e6-«.-eT)(V-V) 

18 * & » 6- » ' 

|--|^— ^ + F*- = 2e,.V.V + (%-«6-e7)(V-V) 



Op .A 2.A «4»/, . '^08 ' '^88 (^ -^1» —^01 '^t^ 



+ «. 



* *■»■*»• ♦ol • *■!• 



'-4-2« fr » fr « I ^ ».•■»»•(».••V+»..'-»..') 



+ «1« 



"^O» • "^«3 • ''4 • ''14 



^ • '^2 • ^12 • ^01 "T ^10 • ^2 • '^0 • '^12 "r ^11 • ^^12 * "^0 • '^Ol 
"T" ^12 • '^12 • "^0 • '•'"oi ^13 • '*'12 • ^0 • '•'"oi * 

Diese Gleichungen lehren die Eonstanten 6^ . . . e^Q kennen, wenn die 
Konstanten e^^, e^^, e^^ gegeben sind. Durch Anwendung der sup- 
plementären Transformation erhält man analoge Ausdrücke für die 
Grofsen c«'. 

Krause, Thetafunktionen. 12 
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Durch Differenzieren ergeben sich fOr e^, e^^, e^, die Werte: 

.„v p e» • »» W« . »«* - <^. • »u*) 

Zu gleicher Zeit ergeben sich die Relationen (4): 

(^ . »n* — d,s . «-4* = dl . «'m* + d^ • *^B* > 
— du . »^* — df^ . dos* == d,j . »n* + (i, . *4* , 

^ "^ fe • "^14 4" ^7 • ^4 ^8 • ^14 • ^4 ) A~Ä Q~A 9 

d ^ = (e ^*4-e -ö-^-l-ß. «-«dM ^^''^" -^^-Ji'^' 




' 7 



"24 — (^6 • "^08 "t" ^ • ^28 — ^ • ^28 • ^08 ) 



'6 



^«8 • -^08- Oft -^a ' 



"04 — k^ • '«'^28 n^ ^7 • ^08 T ^ • ^28 • '''^08 / A A ö» ' 

"02 — \^ • ^^84 T^ ^6 • ^6 ^ ^10 • ''^ö • ^84 / a a q a 7 

V5.V84.Ü5.V5 



02 ^ r^ A 4 _L ^ A4 J ^ A 2 A 2N * 1» Ol 1 ■ 



dl«« -= - (65 . V + e, . ^„* + c,o . V • ^8**) 



'5.-" 84.^5. -^5 

Durch Anwendung der supplementären Transformation erhält 
man zunächst drei analoge Ausdrücke für die Grofsen e^if e^^^ e^^', 
sodann die drei Relationen: 

"1 • ^B I ^02 • "84 ^^ ^4 • "oS ^04 • "23 1 

(5) d, . 0,/ - d„ . e,« = dl . e„* + d„.&,' , 

und endlich sechs Ausdrücke für die Grofsen da^. Vergleicht man 
dieselben mit den vorhin gefundenen, so erhält man die Relationen (6): 

= 2^(6/ . e.,* + e,' . e,* - V • e,,» . 64«) 1^ , 

V4 . ^14 
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= N(e,' . 0,3* + e,'. e„3* + <. 0^» . 003*) *" • *" 



e« • e„ ' 



5 («6 • *«s* + e^ . ■»OS* + «s • *!»* • *o»*) 

= •" (*5 • ^O» ~r ^ • 0»8 ^ • 0« • "oS ) o Q > 



'18 • ^08 



2^(63' . 03* + e,' . 0„* + c,o' . 05» . e„») 1^*" , 

^6 • ^84 



= Nie,' . 034* + ee . 06* + e,o' • ©5* • ©„*) *' " * 



5 • ^34 



oft • ©84 



Hieraus folgen die Thetarelationen: 

""V^^s, 4^, ^ ^„ ^ 4^03/ 

l / ^84 _?5_ -L ^«8 I ^08_\ ^84 • % ■ 

— a„.Oi^Q fi -r e„ "T- / A .^,. 



Öjs • ^08 



84 ^6 ^88 ^08 ' "^84 • "^6 • ^18 * *'08 

\9t *,4 «■„ ©5/ 

^^88 *08 "^4 ^14'' 
„ 1, /_^8S_ I .^ _ ^ _ _^li_\ ^83 • Q08 • ^4 • Ql4 

— »0 • Ol V 0^^ -r 0^^ 0^ 0^^ ; -^^^ . ^^^ . ^^ . ^^^ • 

Auf diese Weise sind die 13 Konstanten e^ . . . e^^ durch die Gröfsen 
d'aj 0a, Mqj M^y M^, Jfg ausgedrückt, v^ährend sich zwischen diesen 
Gröfsen selbst eine Reihe von Beziehungen ergeben haben. Aus 
diesen können die Gröfsen Mq, M^, M^, 31^ als Funktionen von ^a 
und 6a dargestellt werden. Da die Ausdrücke ziemlich komplizierter 
Natur werden, begnügen wir uns anzudeuten, wie man zu ihnen ge- 
langen kann. 

Aus den Gleichungen, die für die Gröfsen da gefunden waren, 
ergeben sich die Proportionen (8): 

= e/ . V+eo3*.*4* -05* .»,2*-0„*.V +60» . V+034'-V : 

0u*.V+e<«*V +©5* .»,* +02* .»5* -eoi*.V-e34*-»oi': 

- ©03*. V-e,s'.V-eo* '»,' -e,* -V +eoi*-*>«*+0.«*.^o.*: 

12* 
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- 0«*-^ -05* •V+0u'-V +00* .*14* + 04* •V+Ooi'-V . 

Sind aber die YerhältDisse der Gröfsen da bestimmt, so sind es 
die Verhältnisse der Grofsen M auch, da die Beziehungen bestehen: 

^84 •'^S* •''4 •'^4 '^6 '^6 

(9) **"- *.,.0„>,.e«.*..e; -^1' 

'^^ ""''XtXkti: ^ ^^° + Jf» - ^. - Jf»), 

d, = ». f ' l«-^' {M^ . X» + Jf, . X* . X,* ^ 3f, — .af, ■ x,*). 

Sind aber die Verhältnisse der Gröfsen Ma bestimmt, so sind es die 
Gröfsen selbst auch. 

Hiermit sind alle Konstanten, die bei der Transformation fünften 
Grades auftreten, als Funktionen von %'a und 6a bestimmt, während 
zwischen diesen Gröfsen selbst sich eine Reihe von Relationen er- 
geben haben. 

§ 39.*) 

Die allgemeine Transformation nnpaaren Grades. Weitere Methoden 

der Eoefficientenbestimmang. 

Aufser der bisher entwickelten Methode der Eoefficienten- 
bestimmung giebt es noch andere. Denken wir uns dazu ein Qua- 
drupel transformierter Funktionen vorgelegt, welches aus zwei ge- 
raden und zwei ungeraden Funktionen besteht, etwa das Quadrupel: 

^6(^17^2)? -'^i(^i>^2); -^)2(vi;^2); ^w(^i> ^2); SO läfst sich eine jede 
dieser vier Funktionen in bekannter Weise ganz und rational durch 

die Funktionen ^^(v^,v^y '^iC^^u^a); ^^iiyii'^i)^ ^ui^D^i) ausdrücken, 
so zwar, dafs die Eonstanten in allen vier Gleichungen die näm- 
lichen sind. 



*) Cf. Brioschi: Comptes rendns. 1868. Königsberger: Grelle 67. 
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Vermehren wir nun t7| und v, bei beliebig vorgelegter Trans- 
formation n*«^ Grades um resp.: 

-;^( ^s — «s^ii — ^3^12)? -,7( ^3 — «8 •«^12 — &3 ^m) j 
— ( ^ — «gr,,— ftgTig), — ( Ca — «2^,2 — ftaTgjj), 

:;i- (— ^0 + «0 ^11 + i!^o ^12) ; n (~ ^0 + «0 ^12 + *o ^22) ; 

- (— ^1 + «1 ^11 + &1 ^12); -^ (— ^1 + »1 ^12 + t>l ^22), 

so bleiben die transformierten Funktionen , vom Vorzeichen ab- 
gesehen, UDgeändert^ es wird also jedenfalls die Funktion /7q3 (i;^, t^g) 
auch nach der Substitution immer der Null gleich sein, wenn 
t;j == Vg = gesetzt wird. Nun sind aber nach dem Modul n für 
einen jeden Repräsentanten zwei der soeben hingeschriebenen Paare 
von Null verschieden. Wir wollen sie bezeichnen durch ©«, Wa] o>^, t^/y. 
Dann wird das analoge wie vorhin stattfinden, wenn wir an Stelle 
von v^ und Vg resp. setzen: 

Vi + w . ©a + mj . o^ , V2 -\' m . Wa -{- m^ , w^i . 

Setzen wir nun der Reihe nach 

n» = 1, J, ^ , Wi = — 1, — J, - — , 

w = 0, w, = 1, 2, ••— "^-; m=l, 2, • .-^, m^ =0, 

so erhalten wir eine Reihe linearer Gleichungen, deren Unbekannten 
die gesuchten Koefficienten sind, deren linke Seiten ferner der Null 
gleich sind. Diese Gleichungen genügen, um die Quotienten der 
Eonstanten zu bestimmen und zwar erhalten wir den 

Lehrsatz. 

Die Quotienten der — ™ — Konstanten, welche in den 

Ausdrücken der transformierten Funktionen IJ^ (v^, v^), 
/Zq2 (^19 t;^), Tl^iyi, V2), -^34(^1, ^a) auftreten, lassen sich ra- 
tional durch die Gröfsen: 

-/; - T-^- ~ — - - '^( - (a = 1, 02, 34) 
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ausdrücken^ wobei m und m^ die vorhin definierten Werte 
annehmen können. 

Wir haben bei den soeben angestellten Betrachtungen ein 
Quadrupel transformierter Funktionen zu Grunde gelegt, welches 
aus zwei geraden und zwei ungeraden Funktionen besteht. Es ist 
nicht schwer nachzuweisen, dafs das analoge Resultat auch für den 
Fall bestehen bleibt, dafs das Quadrupel aus vier geraden Funk- 
tionen besteht. Die Form, in welche die Koefficienten gebracht 
werden können, ist eine mannigfache. Legen wir wiederum ein 
spezielles Quadrupel zugrunde, so können wir mit Hülfe der Sub- 
stitution halber Perioden auch folgenden Satz aussprechen. 

Die Verhältnisse der — ^^— Konstanten, welche in den Aus- 

drücken der vier transformierten Funktionen 77^ (v^, Vg), ^23(^^1,^2), 
-^4(^0^7 -^01 (^1? ^2) auftreten, lassen sich rational durch die 
Gröfsen : 

._!si — .« j^ • ?j> _i ;r.- ? — £L u = 0, 1, 04, 14) 

darstellen. Dabei haben die Gröfsen ^n, m|, «0«, ai|^, w?«, w^ die vorhin 
angegebene Bedeutung. Es ist dieses eine zweite Art der Koefficienten- 
bestimmung. 

Eine dritte Art der Koefficientenbestimmung ergiebt sich ver- 
möge folgender Bemerkungen, die von vornherein auf einen speziellen 
Fall bezogen werden mögen. 

Wir setzen allgemein: 

dann sind die Funktionen: 

-,Pr^ -^1-— — -- — '^- (a = 2, Ol, 34) 

rationale Funktionen der Gröfsen e^, %, 0^. Halten wir die ersteren 
fest, so ergiebt sich für die Gröfsen 0^, ß^^y 0^ ein System von drei 
Gleichungen. Es ist nicht schwer, die Wurzeln derselben zu be- 
stimmen. Erstens wird den Gleichungen Genüge geleistet, wenn 
wir setzen: 

und zweitens erhalten wir alle Wurzeln, wenn wir m und m^ der 
Keihe nach die Werte 0, 1,...» — 1 annehmen lassen. Es folgt 
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dieses aus den Betrachtungen des § 20. Sind aber die Wurzeln 
eines solchen Systems von Gleichungen bekannt, so sind es die 
Eoefficienten auch, so dafs wir auf diese Art eine dritte Methode 
der Koefficientenbestimmung erhalten. 

§ 40.*) 
Die Modulargleichungen. 

Bei Gelegenheit der ersten Methode der Eoefficientenbestimmung 
ergaben sich eine Reihe von rationalen Beziehungen zwischen den 
ursprünglichen und den transformierten Thetafunktionen. Es sollen 
die hierbei bestehenden Gesetze jetzt näher untersucht werden. 

Wir setzen dazu allgemein: 

Die zu den einzelnen Repräsentanten gehörenden transformiertet 
Funktionen bezeichnen wir durch 

Dann folgt, dafs die transformierten Funktionen: 
^«(tn'", t„W, T,,W) (« = 23, 4, Ol) 
rationale Funktionen der Gröfsen: 

^ f "* + ^1 • ^It + ^« • ^IJ _^' + *^.- !s t +_ W« • ^M \ 

/ I i " — "'1 1 r a = 23, 4, Ol) 

sind. Hierbei können die Zahlen m^ m, m^y m^ alle Werte von 
bis n — 1 durchlaufen. Wir bemerken, dafs es für die Folge von 
keiner wesentlichen Bedeutung ist, dafs die Ausdrucksform eine 
rationale ist. Eine algebraische Darstellung würde auch genügen. 
Wir hätten ferner eine andere Ausdrucksform zugrunde legen 
können^ etwa die, welche sich unmittelbar aus den Bemerkungen 
des vorigen Paragraphen ergiebt, die über die Darstellung der Gröfsen 

^6 («'n ^%)f ^23 (^i; ^2)* ^4 K» ^i)} ^01 (^17 ^2) gemacht worden sind. 
Wir bilden jetzt die Potenzsummen: 

die über alle repräseuiierenden 97- Funktionen zu erstrecken sind. Um 



*) Cf. Krause: Math. Annalen 19. 
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die Eigenschaften derselben zu finden, stellen wir die folgenden Be- 
trachtungen an. 

Es giebt nach dem Modul 2 zwei von einander verschiedene 
lineare Transformationen , welche die Indices 5, 23^ 4, Ol ungeändert 
lassen. Es sind dieses die Transformationen: 

öo tti ^2 öj 

^0 ^1 ^2 ^8 
^0 ^1 ^ ^ 

bo bi bg bs 

deren Zahlen die Eigenschaften haben, dafs entweder ist: 

1) Oo ::7^ 6i ^i c, E^ bj :5= 1 mod 2, 

während die anderen Zahlen durch 2 teilbar sind, oder aber 

2) a^ ^ bi : _ Ca zE=^ b;, :— Oj Ez: bj ^E 1 mod 2, 

während die anderen Zahlen durch 2 teilbar sind. 

Fügen wir noch die erfüllbaren Bedingungen hinzu, dafs 

Oo • bo + bo . Cq z= mod 8 

Qj . bi + bi . C| :^ mod 8 

Cq . bj 31 mod 4 

ist, so folgt, dafs die drei Quotienten 

für diese Transformation in sich selbst übergehen. 

Wir wollen nun in den Gleichungen, die wir für 9a(tii^*^, r^j^'^, ^22^*0 
fanden, links und rechts an Stelle von t^j Tjgy 1^22, resp. tu, t^^, t22 
setzen, wobei ist: 

SR . t„ = (cb)o2 -f (ac)o2 . r„ + 2(bc)o2 . r,^ + (bb)„2 . r„ 

5R . tj, = (cb)i, + (ac)ia . r,i + (2 (bcX,— 1) . r^^ + (bb)ij . t^^ 

+ (ob),g(ri2«— tH.iTgj), 
(2) 91 . t„ = (cb)3i + (ac)3i . r,i + 2(bc)3i . r^, + (bb),i . t« 

+ (<ib)8i(Ti2*— rii.Tgg), 

^ == (cb)23 + (ac)83 . r„ + 2(bc),8 • ^12 + (bb)23 • ^22 

+ (ab)28(rij*-r,i.t22), 

und zunächst die linken Seiten betrachten. Eine einfache Betrachtung 
zeigt erstens, dafs die repräsentierende Funktion 9>a(t^ii^*\ ^l2^'^ ^2«^*0 
dann übergeführt wird in eine andere repräsentierende Funktion; sie 
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zeigt femer, dafs sie durch richtige Wahl der Transformationszahlen 
in eine beliebige andere repräsentierende Funktion abergeführt werden 
kann. Der Beweis beruht auf Betrachtungen, die schon in den 
frSheren Paragraphen skizziert worden sind. 

Seien: 



«0 

Xn 





V 



i 








w. w 



8 



X, 



X*i 







Xv 



und 



"o 











V 


< 








wo 


M7,' 


< 





< 


Ä,' 


x^ 


a^s' 



zwei beliebige ßepräseutanteu^ so findet stets eine Gleichung von 
der Form statt: 



(3) 



Oo 


Ol 


0. 


«3 


"o 













«0 











< 


ax' 


< 


0,' 


K 


t>, 


b. 


h 
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wobei die zweite Determinante rechts wiederum eine lineare Trans- 
formation darstellt^ deren Zahlen den Zahlen der ersten Determinante 
links nach dem Modul 2 resp. kongruent sind^ für welche ferner: 

^o' • ^ü' + ^o' • Co' ^^ mod 8 
a/ . b/ + b/ . c/ r^ mod 8 

Co' . b/ — Äod 4 
ist. 

Damit ist der Beweis geliefert. Jedenfalls also folgt, dafs, die 
Potenzsummen für die genannten Transformationen ihren Wert nicht 
ändern. Die rechten Seiten können es also auch nicht, und zwar 
finden hierbei folgende Übergänge statt. 

Nehmen wir ganz allgemein die Funktion: 

A / ^ + ^h • ^11 + ^^ • ^H W' -f- ^1 • ^1 2 + *^> • ^ »8 \ 

"\ «n ' n / 

/ W + ^1 • ^11 + ^2 . Tij m' + »li . Tj, + W, . T„ \ 

^A n ' n ^7 

und setzen an Stelle von x^^^ ir,g, 7^2 die vorhin definierten Ausdrücke, 
so ist dieses gleichbedeutend damit, als ob auf die Funktion: 






die lineare Transformation: 
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öo öl Öa O3 ' 

h ^1 ^2 63 
Cq C| C^ C3 

' bo bi bj, b3 1 

angewendet wird, vorausgesetzt, dafs (4): 

_ Jif + 3f, . T„ + iJf, . Ti, ^^ _ üf + Jlf, . T,, + M, . r„ 
Vj — 

und: 



t?j = '- — ^ — *i_i_ --_>'_ , t?^ = 



n ' * t» 



M = m . bg — mj . b^ — f»2 . bi -|- m' . bg , 
M' == m . C3 — w?i . Cq - m^ . Ci + ***' • <^2 ; 
3fj == — m . üg + m, . Q^j4- ^2 . tti — w' . Qg , 

14 = — m . 63 + mi . bo + ^2 • ^i — w' • 62 
ist. 

Jedenfalls also folgt der 

Lehrsatz. 
Sämtliche Potenzsummen 



2' 



sind rationale Funktionen der Grofsen: 

^A~" n ~ ' n ) 

/ m 4- w, . Tii + w»j . r,, w' + wi, . t,, + »«» • ^m \ 
^öV „ > n / 

a » 29, 4, Ol. 

Dieselben bleiben für eine jede lineare Transformation un- 
geändert, für welche die Punktionen 9a(^ii, ^12? "^22) ^^" / 
geändert bleiben. 

Bevor wir nun in unseren Betrachtungen weiter vorwärts gehen, 
stellen wir folgende Aufgabe: 

Es sollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen auf- 
gestellt werden, die zwischen den Systemen t^, t{^, x^ und x^^, r^^', tgg' 
bestehen müssen, damit die Gleichungen stattfinden: 

(5) ^a{^iu T,2, T22) = 9^a(tii', "«^12'? ^22') > « = 23, 4, Ol. 

Die beiden Systeme von Moduln leisten dabei den angegebenen 
Konvergenzbedingungen Genüge. Es ist nicht schwer, hinreichende 
Bedingungen zu finden. Die obigen Gleichungen bestehen, wenn die 
Gröfsen r^/, x^^, x^^ sich vermöge der bei der linearen Transformation 
auftretenden Gleichungen aus den Moduln rj^, x^^j x^^ bestimmen 
lassen, vorausgesetzt, dafs entweder ist: 
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1) ^0 — ^1 — ^ ^2 ^^ ^3 ^ 1 ™od 2, 

während die anderen Zahlen durch 2 teilbar sind, oder aber 

2) ÜQ _:_ 6i — Cjj T rfy r^ »2 ~" ^3 ~ 1 ^<>d 2, 

während die anderen Zahlen durch 2 teilbar sind; vorausgesetzt ferner, 
dafs: 

a^, . (^0 + ^0 • ^0 ~ ^ °^^^ 8 > 

a, . dj 4" ^i • <^i = f^ mod 8, 

Cq . 6, zz mod 4 
ist. 

Es soll gezeigt werden, dafs die hinreichenden Bedingungen auch 
die notwendigen sind. 

Sind die Grofsen t^, x^^, r^ gegeben, so entsprechen ihnen ganz 
bestimmte Werte x^, X"'^, ^^, ebenso den Grofsen Tu', r^g', ^22- Wir 
wollen die letzteren durch K^, A^ M* bezeichnen. Dann folgt leicht, 
dafs, falls 

ist, jedenfalls sein mufs entweder: 

(6) x2=K^ A^ = A^ fi2 = M», 

oder aber: 

(7) x*=-K^ A».= -^, t''=%- 

Der zweite Fall kann durch einfache Transformation auf ien 
ersten reduziert werden. Somit kommen wir zu dem Problem: 

Es sollen die notwendigen Bedingungen zwischen den Grofsen 
'^iD ^12? ''^22 5 '''Uf ^12'» ''^22 dafür aufgestellt werden, dafs 

X« = K^ A* == A^ (i^ = M^ 
ist. 

Wir wollen uns dazu für beliebige Werte t?^, V2 und v/, v/ die 
Funktionen: 

^a{vif v^y tu, T,3, T25;) und -»-«'(t^i', «^2'? ^1/7 ^12'; ^22') 

gebildet denken. Die Funktionen sind eindeutig bestimmt, sobald 
die Grofsen v«, r^^; t;/, r/e^ gegeben sind. Unter eben derselben An- 
nahme gehören zu den Argumenten der Thetafunktionen eindeutig 
bestimmte Argumente der hyperelliptischen Funktionen und zwar be- 
stehen die Beziehungen: 

V Wi = Kj^^ . Vj^ + ^42 • ^2 7 ^i = f^n • ^1' + C'12 . «^2'? 

Mg = i5L2l • ^1 + ^22 • ^5{ > ^' = C^i . t^/ + C28 • ^2'- 
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Zu vorgelegten Wertsystemen v», r„^, t'/, t'„j gehören demnach 
eindeutig bestimmte Werte der Funktionen: ala{Ui, t^) und — wie 
sie bezeichnet werden mögen — der Funktionen -4Za(w/, te^'). 

Andrerseits sind diese Funktionen aber eindeutig bestimmt, 
sobald ihre Argumente und die zu ihnen gehörenden Werte x^, A^, fi' 
gegeben sind. Es folgt das aus den früheren Betrachtungen. 

Wenn wir daher die Beziehungen festsetzen : 

-^n • ^1 + -^12 • ^2 == (^n • ^1 + C',2 . W , 

SO folgt, dafs die den vorgelegten Gröfsen r,, r„,; v/, t\^ ent- 
sprechenden byperelliptischen Funktionen jedenfalls einander gleich 
sein müssen. Ersetzen wir die hyperelliptischen Funktionen durch 
die Thetafunktionen, so folgt dann mit Hülfe weniger Schlüsse^ dafs 
die ungeraden Thetafunktionen mit den Argumenten v^ und den 
Moduln r„j zu gleicher Zeit mit den ungeraden Thetafunktionen ver- 
schwinden müssen, deren Argumente die Gröfsen v/ und deren Mo- 
duln die Gröfsen r««^ sind. Nun verschwinden aber die sämtlichen 
ungeraden Thetafunktionen zu gleicher Zeit für alle Werte 

und nur für diese, wenn r, s, t, r willkürliche ganze Zahlen be- 
deuten. Setzen wir also v/ = 1, v^ = 0, so wird: 

,^. ^11 • ^i. + ^12 • ^2 = C^ii ; 

-^21 • ^1 + ^22 • ^2 = C^21 y 

also: 






ÜT, , . /iTjj — Au . Ä 



22 



Setzen wir ferner v/ = 0, v^' =' l, so wird: 
,. gs ^u • ^1 + ^ii • ^2 = Gu f 

"^21 • ^t "1 ■**-22 • ^2 ^^ ^22 ? 

also 

Vi = ^. j^ j^ j^ = «2 ^ • "^n ^2 • '■'12; 

Setzen wir ferner: 

r / / ^^ / 

^1 — '^IX 9 ^2 — ''^12 ; 
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80 wird: 

= — do + ^o-'«^ii + ^o-'^i2? 

= Cq -|- ^0 '^19 I ^0 '^22 • 

Hieraus folgt: 

'2 ^ »^12 ^2 • ''^22)( "O I ^0 •''^11 "T ''o • '*^12/ 

— Co4-.ao.'Pi2 + &o-'^22)(^ — «i-'Pu— ^a.tij), 

~rfo + «0-'«^ll+&0-'^12)(c» — «8-'*^12 — *8-'^22)> 
^Cj CZ2«1^i8 ^2 •'^22)1^ ^»•''^11 ^3*^12) 
Cj ötj.Tjg ^8"^22/C^2 ^i^'^ll ^2*''^12/ • 



(15) 



N.t,^ = 



.N'.r,2' = 



JV^ 



V, = T 



12 ; 



Va = r. 



22 7 



Setzen wir: 
so wird: 

(16) =^^l+öl-'«^ll+^l-'^12 7 

1^2 = (C3 ^8 '''^12 ^3 '^22/ "''21 l (^ ^'^12 ^2''''22J'''22 

Hieraus folgt: 

-^- "f 12' = (^ — ö^ • "f 12 — *2 • '«^22) (~ ^1 + «1 • '»^11 + *1 • ""^u) 

(17) — (— ^l+«l.Tl2 + ^-'P22)(^- Öf2-*«^11 — 62-'fl2)7 
iV.Tgj =( Ci + ÖJi.Ti2 + Oj.r2j)(a3 Ö3.T11 ^3'''^12) 

— (cg— ag-Tig — 68-'^22)(— ^l + ^l•'^u^-*l•'^l2)' 
Endlich wird: 

-Ä?.v/ = ( C2 Og • ''^12— <^2- ''^22)^1 — ( ^ ötg.Tii — 62-'«^12)^2? 

iV.t;2'= (— C3 + 03.^12 + fes-O^l - (— ^3 + «S-'^ll + ^3-'«^12)^"2 • 

Aus den beiden Ausdrücken, die sich für dieselbe Grösse t^^' ergeben 
haben, folgen die Gleichungen: 

«0 . ig + Oj . 62 — »2 . 61 — 03 . 60 = , 
^0 • ^3 "1 ^'^1 ' ^2 ^2 * ^i ^3 • ^0 ^^ ^ 7 

^0 • % + *i • ^ - &a . Cj — 63 . Co = n , 

60 . rfg + &i . ^2 *2 • Ö^l — *3 -^0 = 0, 

^0 • 8 1" ^1 • ^ ^2 • ^1 ^8 • ^^^ • 



(18) 
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Eine leichte Betrachtung zeigt, dafs n = 1 sein mufs. Es besteht 

dieselbe in einer Transformation der Ausdrücke ^ die für t?/ und v^ 

angegeben worden sind. 

Es sind dieses die Relationen der linearen Transformation. 

Damit also 

«8 = KS A« = AS ^« = M* 

wird, müssen die Gröfsen q>a{^xi, 1^12', '^22') ^^^ den Grössen q>Jixiu t^y trgg) 
durch lineare Transformation entstanden sein. Damit ist die Haupt- 
schwierigkeit überwunden. Alles andere lehrt die Theorie der linearen 
Transformation. Sie zeigt, dafs die oben angegebenen hinreichenden 
Bedingungen zu gleicher Zeit die notwendigen sind. 

Nachdem dieses Problem gelöst worden ist, kehren wir zu den 
ursprünglichen Betrachtungen zurück. 

Die Multiplikationstheorie, wie sie von uns aufgestellt worden 
ist, lehrt, dafs die Funktionen: 



* 



sich als rationale Funktionen der Grössen ->. / r- darstellen lassen, 

deren Eoefficienten rationale Funktionen von (pai^^u t^^y t^^ sind. 
Hieraus folgt umgekehrt, dafs die Gröfsen: 

/ m + rnt .T^t +W, .T„ m' 4- ^1 • ^n + ^t - ^«> \ 

"\ n [ n / 

( m'\-m^.t^^+m^. t^, rn + m^ . r^ +m, . t,j \ ' 
^n n ' n / 

vom Vorzeichen abgesehen, Wurzeln algebraischer Gleichungen sind, 
deren Eoefficienten rationale Funktionen von ^>a(^iij t^s} ^22) sind. 
Mithin wird infolge der vorhin gefundenen Resultate eine jede ra- 
tionale Funktion dieser Wurzeln eine eindeutige Funktion der Gröfsen 
9>o(t,,, T12, Tga) sein, die sich für die nun schon mehrfach angegebenen 
linearen Transformationen nicht ändert. Zu diesen Funktionen aber 
gehören, wie bewiesen, die Potenzsummen: 

sodafs wir den Lehrsatz erhalten: 

Alle Potenzsummen ^.*y«(^ii^'^ ^i2^'\ ^82^*0^ si^^ eindeutige 
Funktionen der Gröfsen yaC^n, r^g, r^^). 

Jedenfalls also sind die Gröfsen 9a(Tii^*\ ^12^*^ '^22^*0 Wurzeln 
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algebraischer Gleichungen vom Grade 1 + n + n* + n*, deren Koef- 
fidenten eindeutige Funktionen der Gröfsen 9>a(i^ii; ^is^ %) sind. 
Mit Hülfe weniger Schlüsse folgt hieraus der fundamentale 

Lehrsats. 

Die Gröfsen q>a(Tn^'\ t:^g^•^ 1^22^*^ sind Wurzeln algebra- 
ischer Gleichungen vom Grade 1 + n + n^ + «', deren Koef- 
ficienten sich rational aus den Gröfsen <Pa{t^if t^^y 1^32) ^^' 
sammensetzen lassen. 

Die Bestimmung der Eoefficienten kann unter anderem derart 
erfolgen^ dafs für die Gröfsen <Pa{i^iiy 1^12? ^22) ^^^ ^^® speziellen 
Wurzeln g>a{nxii, nr^g; ^^22) ^^^® Entwicklungen nach ganzen Potenzen 

Jtitu nit^ yrtCn 

eingesetzt werden. 



von e * 



e * , c * 



4 



Mit Hülfe der Theorie der linearen Transformation ist es nun nicht 
schwer, die Haupteigenschaften der soeben definierten Gleichungen 
zu entwickeln. Da die Prinzipien ausführlich auseinandergesetzt sind, 
so beschränken wir uns auf Angabe der Sätze. 

I. Die Gleichungen bleiben ungeändert, wenn an Stelle von 

^57 ^17 '^ou ^23 resp. gesetzt wird -Ö-g, »".^4; i*.'0"on ^°''^23; während 
zu gleicher Zeit an Stelle der transformierten Funktionen 65, 64, 
9oi, 6jB resp. gesetzt wird 65, i*'*.e4, t^^'ö^i, »"^ejj. Die Gröfsen 
üy b, c sind ganze Zahlen^ die der Bedingung Genüge leisten, dafs 
ihre Summe eine gerade Zahl ist 

n. Die Gleichungen bleiben richtig, wenn man die Gröfsen 

^65 "^4) '^01 > ^23 ^^^ ööJ ®4> öoi> ^28 gleichzeitig derselben Permu- 
tation unterwirft. 

in. Die Gleichungen bleiben richtig, wenn gesetzt wird an 
Stelle von: 



1) 


^5 > 




resp 


2) 


*5 > 


3) 


»5, 


4) 


^6, 


5) 


*6. 


6) 


*», 


7) 


*«> 
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*M> 



^ 



4 7 



ft 



Ol; 



» 
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on 







23 



^liJ 




^34 J 


^0; 


^4, 




-^12 7 


^(«5 


^34? 




'^01; 


»,; 


'^0 7 




^23» 


^u-, 


^03» 




-^2 7 


i . ö'u; 


-^03) 
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•'^0I> 


j . *23> 


^0, 
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•'^4 7 


i-^os; 



0. , 



'6 > 









6 > 



i I 







O 



6 > 



6 > 



12 > 



64, 

634» 

ÖO 7 

®03> 



634» 
©12, 

e 



017 






0< 







03 



o 



ta> 



n — 1 

~*~0 



14 





.0, 



2 ) 
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"o3 ) J ' ^01 7 

©0, j».e4, 



j".0 



23 



j".0, 



089 
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§ 40. Die HodolargleichnDgen. 



9) *s4> *■« t 


j.»^4 , j.^ii', 


©84) 
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i" • e»; 
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3 -^015 
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11— 

12) -Ö-i^, 'Ö'34, j.a-js, j.^u5 öl»; 034> i"- ©SB; « ^ 

M 1 


1 

V '^14? 




i"-e„; 


•1 1 


i"-084; 


15) ^0 ; * • ^%%7 3 • -^os; 3'^%\ ©0 > **• ©28; i"- 6o8> 
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Hierbei ist ^' *=» 6 ^ , ferner £ «= 1 für die Repräsentanten 
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dagegen « = ~ 1 für die Repräsentanten : 
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In diesen Ausdrücken sind die Zahlen i, i\ i" sämtlich durch 8 
teilbar. 

lY. Die Gleichungen bleiben richtig, wenn man die Gröfsen 

^6> ^4> ^Qu ^n ^^^ ®5? ©4» ©Ol» ®28 ^^^ einander vertauscht 

V. Eine jede algebraische Gleichung, deren Koefficienten sich 
rational aus den Gröfsen q>a(^n, ^is? '^a») 'zusammensetzen und die 
eine repräsentierende Funktion g?a(t^^*^ ^l8^'^ ^22^*0 ^^^ Lösung 
hat, hat sämtliche repräsentirende Funktionen zu Wurzeln. 

Wir haben unsern Betrachtungen ein Modulsystem zu Grunde 
gelegt, welches aus den Quotienten von vier Thetafunktionen besteht, 
zwischen denen für die allgemeinen Werte der Argumente eine 
biquadratiscbe Gleichung existiert. Es können nun noch mannigfache 
andere Modulsysteme zu Grunde gelegt werden, für welche ganz 
analoge Betrachtungen angestellt werden können. 

Wählen wir z. B. die Gröfsen x, A, fi, so leisten die ihnen ent- 
sprechenden transformierten repräsentierenden Gröfsen K, A, M ihrer- 
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seits algebraischen Gleichungen vom Grade 1 + n + w* + n* Genöge, 
deren Eoefficienten sich rational aus x, l, (i zusammensetzen lassen. 

Das analoge würde för die Gröfsen x*, A*, ft*, K*, A*, M* statt- 
finden, und so wäre es nicht schwer^ eine Fülle weiterer Gleichungen 
nachzuweisen. 

Alle diese Gleichungen bestehen zwischen ursprünglichen und 
transformierten Thetaquotienten resp. einfachen Verbindungen der- 
selben. Wir wollen sie mit dem Namen von Modulargleichungen 
bezeichnen. 

§ 41.*) 
Modulargleichungen für die Transformation dritten Grades. 

Die wirkliche Aufstellung von Gleichungen der Art, wie sie im 
vorigen Paragraphen skizziert worden sind, ist mit grofsen Schwierig- 
keiten verknüpft. Wir wollen für den Fall n «=» 3 einige hierauf 
bezügliche Betrachtungen anstellen. Aus den Bemerkungen der früheren 
Paragraphen ergeben sich im Falle n = 3 die Beziehungen: 

/j\ ^4 • 04 + ^U • 0J4 + ^34 • 084 = -Ö-ß . 65; 

^0 -00 + -Ö-Qj . 003 + d-Qi . ©Ol = d-ß . 05; 

'^Ol • 001 ± ^14 • 014 + ^12 ' 012 = ^S • 05; 
"^2 • 02 + '^12 • 012 + "^28 • 023 = ^6 • 06 " 

Diese Gleichungen haben sämtlich die Form: 

X^ "t" ^2 I ^S *"™ 3/^.' 

Mit Hülfe leichter Operationen findet man, dafs alle Werte, die dieser 
Gleichung Genüge leisten, zu gleicher Zeit die Gleichung befriedigen: 

(2) [{X,* + x,' + X,' + x,y - 2 {x,' . x^ + X,' . ak* + X,' . V 

"^ Xä . x* ""1" X* m Xu 0"^ Xa • Xm j I 04 • X-^ • wCg • x^ • x^ -^— yj • 

Die Gleichung kann in mannigfache andere Formen gebracht 
werden. Eine derselben ist: 

[(^1' + a:2* - x^^ - x,")^ + 4.x,^ . x^^ — 4rc8* . x^"^^ 

^"** XOwl/| ■ X^ \p^i "T" X9 *"" Xq ~^~* X/^ j ^^~~ y) j 



*) Cf. Eönigsberger: Grelle 67. Mathematische Annalen 1. Krause: 
Mathematische Anualen 19. 

Krame, Tbetofanktionen. 13 
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oder, wenn wir «„» = |„ setzen: 

(3) [(I. + fe - I3 - ^J* + 4 li . S, - 4 S, . I,]» 

In dieser Gleichong ist dann: 

§ 

6ä = ^i • 6, , 
und zwar entsprechen den Werten von a = 1 , 2, 3, 4 vier Werte 
d't . 6,; die in einer linearen Gleichung zusammen vorkommen. Ein 
Blick auf diese Gleichungen lehrt ^ dafs wenn zwischen x^, x^^ x^, x^ 
eine lineare Gleichung, besteht, immer zwei andere Grofsen x^, x^ 
bestimmt werden können^ derart, dafs zwischen rr,, x^, x^, x^ auch 
eine lineare Relation besteht. 
Dann ist: 

(4) [(l. + 6.-S6-l6)' + 4|,.|.-4|5.|^]« 

Verbinden wir diese Gleichung mit der analogen zwischen Sj, I2; S3» I47 
so ergiebt sich: 

[(ii + 1, - Ss - y* + 45. . I, - 41, . u [ii + 5, - 15 - lg] 

= ±[(li + I,.- Ss - I«)* + 45, . g, - 4I5. U«, + 5,-1,-1,]. 

Solcher Gleichungen giebt es im ganzen 15. Dieselben lassen sich 
durch lineare Transformation alle aus einer ableiten. Wir gewinnen 
die 15 Fälle, indem wir an Stelle der Indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 der 
Beihe nach setzen: 



5, 


23, 


34, 


03, 


2, 


12; 


5, 


12, 


Ol, 


14, 


2, 


23 


5, 


03, 


23, 


34, 


0, 


Ol; 


5, 


Ol, 


14, 


12, 


0, 


03 


5, 


34, 


03, 


23, 


■4, 


14; 


5, 


2, 


4, 


0, 


12, 


23 


5, 


14, 


34, 


4, 


Ol, 


12; 


5, 


0, 


2, 


4, 


03, 


Ol 


5, 


4, 


34, 


14, 


2, 


0; 


23, 


14, 


03, 


4, 


2, 


Ol 






4 


23, 


4, 


03, 


14, 


0, 


12; 








# 






23, 


Ol, 


2, 


14, 


0, 


34; 














23, 


0, 


Ol, 


34, 


4, 


12; 














03, 


12, 


2, 


34, 


0, 


14; 














03, 


2, 


12, 


34, 


4, 


Ol. 









Fraglich bleibt das Vorzeichen. Um über dasselbe eine Be- 
stimmung zu treffen, beschränken wir uns auf den Repräsentanten, 
für welchen aus r^i, r^g, x^^ resp. wird 3rji, St^j, 3r22y eine Be- 
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schränkung, die nach dem früheren erlaubt ist Ersetzen wir dann 
die Thetafunktionen durch ihre Potenzreihen, so überzeugt man sich 
leicht, dafs das positive Zeichen zu wählen ist 
Somit erhalten die Gleichungen die Gestalt: 

(5) [(Ix + I2 - Sa - SO* + Ht . I, - 46, . SJ[|, + 1,-1,-1,] 
-[(61 + fe - «6 - 5«)* + 4S. . I, - 4Ss . y[Si + I, - Ss-IJ, 

oder: 

(6) (ll - i»f(h +^-U-U) + %- l4)*(Sl + 1,-15-1«) 

+ (l6-|6)*(l. + 6*-|l-y = 0. 

Somit erhalten wir zwei Kategorien von Gleichungen. Wir wollen 

in ihnen an Stelle von t^^, r,2, t^^ resp. -^, -^, -^ uns gesetzt 

t t t 

denken, also an Stelle von Srji, St^, Sr^j resp. 3--^, 3--^, 3--~- 

£ a Jt 



oder, was dasselbe sagt: " , 



St 



1« 

2 ' 



3r 



SS 



Dann wird, wie aus 



2 ' 2 ' 2 

den Betrachtungen über die Transformation zweiten Grades folgt: 



(7) 



», [0, 0, 


*11 
2 ' 


^0 (0, 0, 


^11 

2 ' 


^«(0, 0, 


^11 

2 ' 


»u(0, 0, 


^11 
2 ' 


»u(0, 0, 


^11 
2 ' 


«•«(o, 0, 


^11 
2 ' 


«•03(0, 0, 


^11 
2 ' 


*4 (0, 0, 


^11 
2 ' 


»» (0, 0, 


^11 
2 ' 


»01(0, 0, 


2 ' 



-^- . ^)* = V + V + ^4* + »Ol', 



^01 7 






2 ' 
2 ' 



*ss 



2 ^ 2 



) =»2(^5.-^28 — -9-01 .a-^), 
-|«-j = 2('9'ß . ^4 — -9-23 . ^oi), 



2 ' 

Pis 



2 ' 

2 ' 



^y=2(»,.^,,^&, .^,3), 

"^) = 2(a'ß . -ö-oi + a-^ . -^23). 



Ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die transformierten Theta- 
funktionen. Setzt man diese Werte in die vorhin aufgestellten 

18» 



196 § 41. Modalargleichnngen ffir die Transformation dritten Grades. 

Gleichungen ein, so erhält man eine Reihe von Gleichungen achter 
und sechster Ordnung. Es sollen dieselben nicht sämtlich au%estellt 
werden. Wir begnügen uns^ drei Gleichungen achter und drei Glei- 
chungen sechster Ordnung anzugeben. Um die Form derselben zu 
einer möglichst übersichtlichen zu machen^ führen wir folgende Be- 
zeichnungen ein: 

« = ^ß* . e,' + V . e^^ + ^oi' • ©Ol" + ^J . e,« ; 



&i= V . e/ + ^^' . 60,' + V . e,8* + ^4* . Q 



2 



6 



C = 2('9'ß . ^23 .65.688 + 'ö'oi • ^4 • 601 . 64 ), 

(9) Cj = 2('9'ß . '9'4 . 6ß . 64 + ^28 • ^01- 62» • 601), 

^2«= 2(^5 . d-Qi . 65 . e^i + '9'4 . -Ö-jj. 64 . 628), 

d «= 2('9'5 . -Ö-gs . 6oi . 64 + d-Qi . ^4 . 65 . 623), 

dl= 2(^5 . '9'4 . 628 . 601+ '9'28 • ^01- 65 . 64) , 
d^= 2(^5 . -O-^i . 64 . 623 + '9'4 . '0'28 . 6ß . 601). 

Dann lauten drei Gleichungen achter Ordnung: 

W + d,'- 2c, . c,y - 4(c,« - d,«)(c,» - d,») - 0, 

(10) W + d* - 2c, , c )* - 4(c,* - d,*)(<!» — d» ) = 0, 

(d* + d,» - 2e . Ci)* - 4(c* — d* ){c* - d,*) -= 0; 

femer drei Gleichungen sechster Ordnung: 

d\c, - c,) + d,»( c-c^)+ d,\e, - c) - , 

(11) 6.d(cg — c,)+ 6i-<^(c — c,)+ 6j . d,(c, — c) -= 0, 

(6»-0(c. - ci) + (h*-e^')ie-c,) + (V-0(<^. - c) = 0. 

Die erste der Gleichungen (10) ergiebt sich unmittelbar aus Glei- 
chung (3)^ wenn man 

61 = ^oa . 603 , §2 "^ ^4 • 64 , Is =* v'2 . 62 > §4 "^ '^01 • 601 
setzt. Analog ergeben sich die beiden andern Gleichungen von (10), 
die aus der ersten auch durch lineare Transformation erhalten werden 
können. 

Die erste der Gleichungen (11) ergiebt sich aus Gleichung (6), 
indem man 

§1 = '9'28 . Ö28 f ii = ^lA • 6j4 , $8 = ^03 • 6o8 } 

I4 = '9'4 . 64* , I5 = -©"g* . 62*, I5 = -Ö-oi* . 60,* 

setzt. 
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Die beiden andern Oleichungen ergeben sich durch einfache Ver- 
bindungen einiger Gleichungen sechster Ordnung. 

Den Gleichungen y die wir auf diese Weise erhalten haben ^ ge- 
nügen die sämtlichen repräsentierenden Funktionen 65, Ggj, 0^^, 94; 
ob aufser ihnen noch andere^ bleibt dahingestellt. 

§ 42.*) 

Die Multiplikatorgleichungen. 

Aufser den Modulargleichungen giebt es nun noch andere Glei- 
chungen, zu deren Theorie wir uns jetzt wenden. Für eine beliebige 
Transformation n^° Grades denken wir uns die Quotienten zu Grunde 
gelegt: 

^»{^ i> W> ^ ii'« ^1/' ^2 »') „„j ^oaC^i'» V' *Ji'» ^1«' ^«J») 
<^o(«^i f ^1 » ^u > *ii y ^M ) ^o(«'i » ^i > ^11 . 1^12 > 1^21 ) 

Dieselben sind rationale Funktionen der Grofsen 

-/- 4; « = 3, 02, 23, 

deren Eoefficienten eaßyd wir ausdrücken gelernt haben. Der Ein- 
fachheit halber setzen wir: 



/■l\ ^oVM > ^« » Ml > Ml I Ml / 

^oi(<^ /* ^i> ^xx> '^it\ ^«/) _ /* r« « r r r "S 
«■ r« '«'«'«'« ''i — /o2Vyi; ^2; *ii) M2> v;« 

''^ oV'^l » ^'l > Ml > Ml » *18 -/ * 

Die beiden Seiten dieser Gleichungen mögen nach v^ und v^ diffe- 
renziert werden. Die Transformationszahlen bezeichnen wir durch 
cta, ha, Ca) da, SO ergeben sich vier Gleichungen, die wir als vier 
lineare Gleichungen mit den unbekannten a^ + «8 • ""^n' 4" ^ • ''^lit 

^1 T ^8 • '''12 I ^ • ^22 7 ^0 'T ^3 • ''^ll "T ^^2 • '''12 7 ^1 "r ^3 • '^12 "T ^2 • ''^22 

ansehen können. Setzen wir nun: 

(2) ^ = K + «8 • '^ll' + «2 • '«^12') (*1 + ^8 • ''^21'+ ^2 • O 

— («1 + «3 . Tia' + «2 • '«^22') (^0 + *3 • ^n + *2 • ^12'); 
80 folgt für Ä unmittelbar der Ausdruck: 

(3) ^ = |-, 

WO D die Funktionaldeterminante von fs(v^, v^y r^^, r^^, r22) und 

^2(^l; ^2? ^117 ''^127 %)? ^1 ^^® Funktionaldeterminante von 



*) Gf. Erause: Mathematische Annalen 20. 
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^sC^i'i ^/» ^u'» *iu_l«i!) „«J ^ o>(^i'» <^i'» ^i/» ^a/i ^«/) 

bedeutet. 

Diese Gleichung gilt für alle Werte von Vj und Vg. Setzen wir 
in ihr Vj = v^ = v^' = i7j' «« und berücksichtigen^ dafs: 

ist^ so folgt: 

^It »^34 •'^01 '^4 ^0 

WO jF eine .rationale Funktion der Grofse -— - und der Eonstanten 

^0 



eaßY^ ^S*- 
















Hieraus folgt: 






• 










(5) JV ^ -= o'" 


0. 

e,4 




• - < 




».4 




»4 
*5 



^01 '^4 "^0 "^0 "^6 "^6 

oder also es ergiebt sich der 



LehrsatB. 
Für eine jede Transformation n***° Grades ist die Gröfse 

■j^ ' Ä eine rationale Funktion der Grofsen -^, -^ und 

der Eonstanten ßa/^/J- Hierbei kann a die Werte annehmen 
12, 34, Ol, 4, 0, 23. 

' 
Für den Fall w = 1 haben wir den Wert der Gröfse -5^ • A 

bestimmt. Nehmen wir insbesondere an, dafs in der Transformations- 
determinante alle Diagonalglieder ungerade, alle andern dagegen ge* 
rade sind, so folgt: 

(6) ^.^„(_i) . + . . 

Wir wollen nun im Falle der allgemeinen Transformation n**" 
Grades uns die Gröfse 

^^ni + iLiil • 

(-1) ' ' -is-^ 

ZU Gruude gelegt denken. Dann folgt leicht, dafs dieselbe jedenfalls 
eine algebraische Funktion der Grofsen x*, A*, fi* ist. Wir wollen 
uns jetzt die Gröfse für alle Repräsentanten gebildet denken und die 
auf diese Weise entstandenen Ausdrücke durch 0, bezeichnet denken. 
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Jedenfalls sind dann auch alle Potenzsummen x* ^* erstreckt 

über alle repräsentierenden Werte z^ algebraische Funktionen von 
x^ il^ \j?. 

Sei nun {cc^ß^y^^i) ^^^^ beliebige Transformation erster Ordnung, 
für welche die Diagonalglieder alle ungerade, die übrigen Glieder 
alle gerade sind, sei ferner (Uq v^ tv^ x^) ein beliebiger Repräsentant, 
dann findet, wie nun schon mehrfach hervorgehoben worden ist, stets 
eine Gleichung statt: 

(«ofty2*s) KviW^2^8) = «v/«) («o'/Si'n'*/); 

in welcher die erste Determinante rechts einen Repräsentanten, die 
zweite eine lineare Transformation derselben Art, wie die ursprüng- 
liche darstellt. Wir wollen die beiden zu den Repräsentanten links 
und rechts gehörenden Gröfsen z durch z, und z^^ bezeichnen. Dann 
folgt leicht, dafs der Ausdruck für e^ in den Ausdruck für z^^ über- 
geht, wenn in ihm die Gröfsen Tu, tjg, rgg durch Gröfsen tu', r^g', 
Tjj' ersetzt werden, welche durch die ursprüngliche lineare Trans- 
formation aus Tji, r^2, 1^98 entstanden sind. Mithin sind die Potenz- 
summen y'f z! algebraische Funktionen von x*, A^, ^*, die fär eine 

jede lineare Transformation ungeändert bleiben, für welche die Dia- 
gonalgli.eder ungerade, alle übrigen gerade sind. Derartige Funktionen 
sind aber eindeutige Funktionen von x^, A^, y^. 

Mithin ergiebt sich, dafs sämtliche Potenzsummen ^f z!^ ein- 
deutige Funktionen von x^, A*, ^* sind. 

Hieraus wieder folgt mit Hülfe weniger Schlüsse der 

Lehrsatz. 

Die Gröfsen jer, sind Wurzeln einer algebraischen Glei- 
chung vom Grade. 1 + n + w^ + w^> deren Koefficienten ra- 
tionale Funktionen von x*, A*, y!?^ sind. 

Die Eigenschaften dieser Gleichungen sind in ähnlich einfacher 
Weise zu entwickeln, wie die Eigenschaften der Modulargleichungen. 

'Auch in diesem Falle lassen sich aufser den soeben definierten 
Gleichungen' noch Kategorien anderweitiger aufstellen. 

Für die Gröfse 
ergiebt sich der Ausdruck: 
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(7) 



Mr^Ä' 



Cit . C7«« — C-iM.Ct 



'11 • ^M 



it • ^11 



^ii--^i"--^i»-^ji 






''^SA •''^4 '^e 



Dieser Ausdruck kann analog behandelt werden, wie der vorhin 
betrachtete. FOr den Fall einer linearen Transformation; bei welcher 
die Diagonalglieder ungerade, alle andern gerade sind, wird Jlf «= 1, 
im übrigen leisten die zu einer Transformation n^^ Grades gehörenden 
1 + n + w* + ^* gehörenden repräsentierenden Werte M einer alge- 
braischen Gleichung vom Grade 1 + n + w^ + n' Genüge, deren 
EoefGcienten sich rational aus x^, A^, (i^ zusammensetzen lassen. 

Alle diese Gleichungen wollen wir mit dem Namen Multipli- 
katorgleichungen bezeichnen. Ihre Wurzeln sind nicht Quotienten 
transformierter Thetafunktionen oder Verbindungen derselben, sondern 
Quadrate von Thetafunktionen resp. Verbindungen von Quadraten 
und Quotient<en. 

§ 43.*) 

Ableitung von Differentialgleichungen zwischen den Multiplikatoren, 
den ursprünglichen und den transformierten Moduln. 

Es sollen jetzt eine Reihe wichtiger Differentialbeziehungen ent- 
wickelt werden, welche zwischen den nun schon oft gebrauchten 
Gröfsen Jlfa — den Multiplikatoren, wie wir sie nennen wollen — , 
den ursprünglichen und den transformierten Moduln bestehen. Es 
war gesetzt worden: 



(1) 



X 






^,.^: 



-?—-'-»- IL 

^84 • ^4 



Hieraus folgt: 



d% 



r^loi 

'dt " 



dr 



X 



•tl 



d», 



SS 



a^« 



•»1 



dt 



(2) 



dx 



= A 



«*i 



dfi 



dt 



= 11 



«•i 



r a», 

L *, 






^ 



S8 



^. 



d» 



18 



d» 



84 



+ 



e«i 



dt 



•«■ 



^13 

d^, 



Ol 



dt 



1^ A 



*3. 

a«il 



^6 •'^84 



dir 

^4 

a^4 



4 -J 



» 



Ol 



^ 



84 



8», n 



«,e, 



= 1,2. 



*) Cf. Kraase: Acta mathematica 3, Mathematische Annalen 86. 
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Beachtet man nun die Beziehongen: 

und setzt (3) 

»."(f. ). ».«"(t>.). 

and definiert in ähnlicher Weise Gröfsen a^g, ft^s« <ia> bo folgt: 






^Tj, •«• t/n. 






^rj, 2; 

Aus den früheren Betrachtungen ergeben sich aber unmittelbar 
folgende Ausdrücke: 

a.. = - Kx?{\ - X« + A* - ^«) - 2Zi. . Z,.(A^ - ^» . x«) 

— i5r8.*(A^ . ^» — ^« . X* + x* . A* - X» . il^ ft«), 

6„ Zi.«(l - X« — A« + y?) — 2K^. . JTj.O*« — X» . A^) 

(^) — Ku\^^ . |[*« + ^> . x* - x^ A^ — x^ A» . ^*), 

c.. Ku\\ + x^ - A« - ^^) - 2Zi.. ir,.(x* — A» . ^*) 

—K^.\— A* . ^* +■|[*^ X« + x^ A» - x^ A^ ^«). 

Die entsprechenden Formeln für den Index 12 erhalten wir, indem 
wir an Stelle von Ki^y 2Ki9. Ka, K%? resp. setzen: 

-^H • -^12; Al2 • -^21 "T -^11 • -'^22 > ^21 • -^22' 

Hieraus folgen die Formeln: 

4t — ^~ f^"' + ^» • ^'^^* + ***) + "^^' • ^' • '**^' 
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Aus diesen drei Formeln sind die entsprechenden f&r X und ii 
durch cyklische Vertauschung der Buchstaben x, A, fi herzustellen. 
Dabei ist dann zu gleicher Zeit: 



(7) 



dtn 
dl 

dfi 



dX 



dl 

ar« 



dr, 



SS 






Ferner bestehen die Beziehungen: 



(8) 



I 



= 







ax 



aTii 

dl 
aTu 



a» "^ 
ar^i , 



du aTj, 






IS 



dl 



?^ 

atn ax 



+ 



arj, 

a^ 

aT~ 



ax 

dr^ 

ax 
aTi, 



+ 



+ 



dt, 



dt, 
dl 



SS 



SS 

d% ' 



ar, 



ar< 



SS 



SS 

d% ' 



IS 



"t" aT„ 



ar, 



SS 



ax 



Hieraus sind dann die Differentialquotienten der Gröfsen r«,^ zu 
bestimmen. Nach leichten Rechnungen ergeben sich die Beziehungen: 



ar,! 
ax 



ati, 
ax 



(9) 4^ = 



2Äi . ^n' + 2l t'.g^Lsg sS + H VJr„« 
X a X| . ^j2 . Aj^ • Jx. 



'SS 



ax 



— 9^.- ^n'+2H«.7r„.jr,,+x^jfir,,« 



Die Differentialquotienten nach A und ft sind aus den soeben ent- 
wickelten durch cyklische Vertauschung der Gröfsen x, X, fi zu be- 
stimmen. 

Die aufgestellten Gleichungssysteme von je neun Gleichungen 
würden umgekehrt die Gröfsen Ä««^ durch die Differentialquotienten 
der Gröfsen x, A, fi oder der Gröfsen t ausdrücken lassen. 

Wir gehen jetzt zu einer beliebigen Transformation n**° Grades 
über. Die den Gröfsen Kgt^, x, k, (i entsprechenden transformierten 
Gröfsen bezeichnen wir durch (7„,, c, ?, m, die transformierten Mo- 
duln der Thetafunktionen durch r^/, t^j', r^/, so ergeben sich durch 
wirkliches Differenzieren die Formeln (10): 



den ursprünglichen nnd den transformierten Moduln. 
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n 



n • - 





ati, 


2n.C, .!>, 




ar„' 

ar„ 




ar„' 






... . f^ 






2n.C3.D3 







D.« 









Hierbei ist gesetzt: 

^2 = ^ 0^2 . r2i O2 . 1^22 ^ C/ß = ^8 I ^8 • '^%\ I ^8 • "^22 > 

(11) D^r« e?2 — «2 . -Tii — 62 • ^^12 ; A = — ^8 + ^ • "^ll + ^8 • '«^12 ? 

jlV =*=s Oj • x/2 —"■ Oj • X/3 « 

Nennen wir wie früher v/, Vg' die Argumente der transformierten 
Thetafunktionen, u/^ u^ die Argumente der transformierten hyper- 
elliptischen Funktionen, so finden bekanntlich die Beziehungen statt: 



Wi 



««2 



u. 



^11 • ^1 "f" ^12 • ^^2 i 
^21 • ^l + ^^2 . Vg', 



= ■3^0 •**! +4fi .«2; 
Mg' = Ufa . Ml + Jfs . Mg , 

N.E.M, n{C,,.D, + C,,.D,)K,,—n{C,,.C,+C,,.C,)K,,, 

(12) N.K.M^= n{C,,.C^+C^.C^)K^ + n{C,,.D, + C^,D^)K,,, 

Das ganze Problem kommt nun darauf hinaus, Di£ferential- 
beziehungen zwischen den Gröfsen M und den Gröfsen x, X, fi, Cj l, m 
herzustellen. 

Es ist: 






tti 



de a^n' , de ^Tj,' , 



ac 






ar 



it 



dt 



11 



J !_'• 



ax 

ax. 



'11 



ax 



11 I ••» 



ax ' 



ar, 



dt 



IS 



ax 



Setzen wir für den Augenblick: 

(13) Z, = K,, . K,, + x*(^„ . ^t + JS^u • -K„) + X* • -B:.! • Ä«,, 
Z, = K,,' + 2x« . Ä,! . Z„ + X* . i^i», 
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so wird: 



(14) 



X • TCt • Uff • Atjg m XL • dy • r\ 



2n«t(C, . 0, . Zi + (C, . A + ^8 • A) 2, + A • A • 2»), 

2njri(C8* . Z^ + 20, .2)3.^, + A« . Z,). 

Setzen wir diese Ausdrücke ein, so erhalten wir die fundamen- 
talen Beziehungen: 



d% 






+ (P + ».«) (Jlf, - X« . JfJ (Jf, - X» . J^) + ^ . «»(Jlf, - xMf,)«] , 



d; 






(15) 3« 

+ (»»» + c*) (If, - X« . Jlfo) (Jf, - X*. Jfj) + »I» . c* (Jf, — X» . Jlf,)»] , 



dm 

1^ 






Die entsprechenden Formeln fiir A und fi entstehen aus den 
soeben aufgestellten durch cyklische Vertauschung von x, X, (i. Aus 
diesen neun Formeln ergiebt sich dann die Beziehung: 



(16) (M,.M,^M,'MJ 



F = 



Jf8 

de 



dl 



dm 



S 9 



d* 


d* 


d* 


de 


dl 


dm 


dl 


dl 


dl 


de 


dl 


dm 



dpi dfi dft 

An Stelle des soeben entwickelten Systems von neun Gleichungen 
können noch andere Systeme gesetzt werden. 
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In der That, es ist: 




^ de du y de dl . de 
d% de ^ dl de ' d\L 


ac ^ 


^ dl d% , dl dl , dl 


de ' 


^ dm d% , dm dl , dm 
^"" d% de ^ dl ^ de ' a^ ' 


de • 


Hieraas ergeben sich die Gleichungen: 




d% _ n.x.x,« \-^^^^ , ^ 


7^f^« 



ac 

(17) w = if«.r.c!M/.»>,' [(^' + '^ • ^»)* 



3/» w-M-fH* 



^c Jf .c.c,*.J '.« ' 



■c •■"c 



[{M, + (? . ^3)^ 



Die entsprechenden Formeln für l und m entstehen aus den 
obigen durch cyklische Vertauschung von Cy l^ m. Es ist dieses eine 
zweite Form unseres Gleichungssystemes. Wir können dieselbe un- 
mittelbar aus der ursprünglichen ableiten, indem wir an Stelle von: 

«; ^7 ^> ^j h ♦»; -Mo» ^19 ^f ^3 

resp. setzen: 

Cy ly m, X, A, ^; -jj^ , j^ , M ^ M ' 

Zu einer dritten Form gelangen wir auf folgende Weise. 
Aus dem ersten fundamentalen Gleichungssystem folgt unmittel- 
bar (18): 

n.n.iii'.fi/.V / o c» de , ^ P az , ,« w» dm\ 

n.x.xi'.^/.i/ 'V 2 c"* ^c 
l,Km/.mr'2j'^' -cj'^' 

(Jfg - X" . 3f,) (Jtfo • «* - ^l) 

n.K.xi'.fi/.v / o c ac , o z az , ,o m am\ 

n.N.x^ »f*« «^x NTT 9 c ac 
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(Ms - *« . M,y 

Sechs andere GleichuDgen erhält man durch cyklische Vertauschung 
von X, A, fi. 

Aus diesen neun Gleichungen greifen wir die folgenden drei 
heraus (19): 



Hieraus folgen die Formeln (20): 

I 2 ^ 2 ^' ^^ 




9 9 C' de 



2-^— ^i-.jifo-^i= S5?*•va» + *^^)^^^ 



de 



^ ^^0 ...j — ^^^ ^^ - -1 V- I r y "'« cj» ax ' 

Z,*.W/.W,« V ^ 2 12 2 2 C» ac 

Genau so folgen die Formeln (21): 
Z/.m/.w,« ,^9 ^^'^ 9 9 1 ac 



•^2* = 55?« -^i'- 



w, 



2 



ac 






„ —0 —X Ji^.^^" "1 "'• c« 8«' 
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Es ist dieses eiue dritte Form unseres ursprünglichen Gleichungs- 
systems. 

Eine vierte endlich würde sich ergeben, wenn wir in dem 
letzten Gleichungssysteme an Stelle von: 

X, A, ^, c, l, w, M^, Ml, Jlfj, M^ 
resp. setzen: 

C, l, m, X, A, /A, -jJ-> j^ ; jl^ > ''IT' 

Damit sind die fundamentalen Beziehungen entwickelt, die zwischen 
den Multiplikatoren M^^ M^, M^, M^y den transformierten und den 
ursprünglichen Moduln bestehen. Sie lehren, dafs die Gröfsen: M^, 
M, . M„ M,\ M, . Jfg, Jlf3^ Jfo .M,, M^.M, + M,. M,, M, . M, 
sich rational durch die ursprünglichen und transformierten Moduln 
ausdrücken lassen. Hieraus folgt femer, dafs die Eonstanten, die in 
den Ausdrücken für die transformierten geraden hyperelliptischen 
Funktionen vorkommen, auch ihrerseits sich rational durch die 
ursprünglichen und die transformierten Moduln ausdrücken lassen 
müssen. 

§ 44.*) 

Ableitung von Differentialgleichungen, denen die Zähler und Nenner 
der Transformationsgleichungen Genüge leisten. 

In einem fi;üheren Paragraphen ist gezeigt worden, dafs der 
Zähler und Nenner der Multiplikationsgleichungen gewissen Differen- 
tialgleichungen Genüge leistet. Es soll jetzt gezeigt werden, dafs 
das analoge auch für den Zähler und Nenner der Transformations- 
gleichungen stattfindet. Wir nehmen die Bezeichnungen des ange- 
deuteten Paragraphen wieder auf, setzen also 

(1) oder einfach 

so ergeben sich für /*« die drei Differentialgleichungen: 



*) Cf Krause: Mathematische Annalen 26. 
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^Va . « ^ ^/"a >ry . , V o 

^ 1 • 



du, .dw, 



+ X St^ 2 ("» • *•• + "« • *•») * • *»* (** + ***) 
1 • 



+2-^-*-*i*(*'+'**)=ö' 



8 






+ 2>^-«-V-l*-f**-=-0. 



Die Summe nach % ist über x, A^ fi zu ersixecken. 
Wir setzen nun: 

(3) also umgekehrt: 

Die transformierten Moduln mögen durch c, l, m bezeichnet 
werden, die den Grofsen Tct,; v^, v^, K, x entsprechenden Gröfsen 
wie früher durch t,',,, v/, v^% C, c; ferner werde gesetzt, und zwar 
f&r die transformierten Moduln links und rechts: 

(4) oder auch: 

Dann bleiben die Gleichungen (2) ungeändert, wenn an Stelle von: 

fay Ml, Mj, X.,,, X, A, fl, JT 

gesetzt wird: 

Fay M,', Mg', C.,,, C, J, W, C 

Ehe wir nun weitergehen, möge an die Formeln erinnert werden, 
die in dem yorigen Paragraphen entwickelt worden sind. Aus den- 
selben ergeben sich unmittelbar die drei Gleichungen (5): 
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3% 



+ 2M,.M,^c^'C^c,'^m'.p^n>x.x,'{X' + lu'), 

2M,'^c^-c.c,' + 2M,.M,^c^^c.c,'.m'^P 

+ 2 Jtfs« Vc|j . c . Ci* . m« . P = 2n . X . Xi« . ;L» ■ ^% 

und sechs weitere, wenn auf x, A, fi die cyklischen Veriauschungen 
angewandt werden. Mit Hilfe dieser Beziehungen sollen die Glei- 
chungen , denen die Grofse F Genüge leistet^ transformiert werden. 
Wir setzen: 

Xi = -^^'-^^' « • ^'t + < . C.0 c.c,^ + 2^c -^J-c.c,% 



de 



2 



* a-F, 



1 

Die Summation nach c ist über Cy l^ m zu erstrecken. 

Bei dieser Bezeichnungsweise können die drei Gleichungen^ denen 
die Grolse Fa Genüge leistet, geschrieben werden (7): 

d*F d^F d^F 

d*F d^F d*F 

= X, .M«, 

Krause, Thotafunktionen. 14 
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dui* * dtt^-du, * ** ' Ott,* 

Dieses Gleichungssystem können wir als lineares Gleichungssystem 

mit den unbekannten ö— t ? ö — ä~ ansehen. Die Auflösung ergiebt 
die Gleichungen: 

j^y +Jl/o«.X, +23fo.Jlf,.X, +Jif,»x, - =0, 

^" +3f,».X. +2Jlfi.J4.X, +Jlf,*.X, =0. 

Nun ist: 

et«,' 3»! 8m,' "• 8«, 3u,' öu, Jlf 2m, If ' 

ÖM,' ~ Sm, ■ du,' "^ aMi ■ a«,' "" ÖM, ■ Jlf "^ düi ' M~ ' 

!^='SI-— •— 4-— •— 4- ^•^° ^"' 
()c j^ d* de ' du, de ' du, de 

d^ a-^i 
dF„ a« aF / / jf ," M\ 

• aJ?«- a_^ 

und ähnliche Formeln ergeben sich für die Differentialquotienten nach 
l und m. 

Hieraus folgt^ dafs wir die erste der Gleichungen (8) schreiben 
können: 

a«,"" + 2^' -cu", ("' • «•! + «» • «•») + 2^ TT • '^« == ^ • 

1 

Es handelt sich darum, die Werte der Gröfsen a«,^ und ax, ax, a^ 
zu bestinmien. Für a« ergiebt sich der Wert: 

d. h. «x = nx . Xj* . 
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Genau so folgt: 

«ji «=a nA . k^ y ttfi = n[i . ftj*. 

Der Wert von «ji nimmt die Form an: 



1 



«u = --- ^c 




^8 (^0 • ^U + ^2 • O — Jlfj (-Mo -^l + -äf^ .C22) 






) 



Gc, wobei: 



de * de 

Gc^M^\c.c,'' + M^.M,^.c.c^^m^ + P) + M^Kc.c,Km^.l^ ist. 

Die Summe ist nach c über c, l, m zu nehmen. Wir wollen nun 
für den Äugenblick setzen: 



ci/ = a 



da 



11 



a 



dC,, 



etc. 



Führen wir dann in dem Ausdrucke von a^^ an Stelle der Diffe- 
rentialquotienten nach Cy l, m die Differentialquotienten nach k, X, 
(A ein, so ergiebt sich unter Rücksichtnahme auf die aufgestellten 
Fundamentalformeln : 



n 

"»1 "cTm 




M^{Mq.c,,' + M^.c,^') - M,{Mq.C2i + M^.c^') 



d 






M \ 
9x /. 



2 



wobei die Summe j^zj} über x, l, ft zu nehmen ist. 
Diesen Ausdruck können wir in die Form bringen: 



n 




[Jlfa {Mq . Ci/ + Jfg . C12') — Ml (Mo . C21' + M^ . c^') 



Bis hierher gelten die Betrachtungen ganz allgemein. Wir be- 
schränken uns jetzt auf einen Repräsentanten ^ nämlich: 

w 

w 

10 

1 

brauchen aber kaum hinzufügen , dafs diese Beschränkung von keiner 

prinzipiellen Bedeutung ist. Für denselben wird: 

14* 
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Mit Hilfe einfacher Schlüsse folgt dann: 

Ganz analog sind die drei andern Gröfsen a««^ zu bestimmen. Ganz 
analog ferner sind die beiden andern Gleichungen zu transformieren. 
Es ergiebt sich dann das wichtige Resultat^ dafs die Gleichungen, 
denen die Gröfse Fa Genüge leistet^ in die Form gebracht werden 
können: 

a«F„ 2n ^ ^'^a '^ 

"äiT»^ '^ K 2J "ä^r • -Zr (**i • «.1 + <*2 • «.0 « . «1* 

1 1 c 



2 



a'F« n <-r d'F, 



(10) 






du,.d«. 



^•■^a , 2n "V ^^« V / I \ « ,* a 

Tu ^ + X ^' T^jLj ("' • «.1 + «8 . x.ä) X . «1* . ;i* . ft* 

' 1 • 

Es unterscheiden sich diese Gleichungen yon denen , welchen die 
Funktion f Genüge leistet, nur dadurch, dafs bei einer Reihe von 
Gliedern der Faktor n hinzutritt. 

Es bleiben nun die Betrachtungen durchaus analog den Be- 
trachtungen, die bei der Multiplikation angestellt worden sind. 

Unter solchen Umständen beschränken wir uns darauf, das Re- 
sultat einfach anzugeben. 

Setzt man: 

/iiN r7 K«^ ««') ^ n-1 ^«(♦»«'i» ♦»«'f «^11» «^1«' ^^tt) ^ ^1 
(11) Za = — ' ^a = — v"o , 

so leistet diese Grofse den Differentialgleichungen Genüge (12): 
dx^ \duj "■ J^ dx^.dx/ du^ ' du^ 
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^ a*Z„ dx^ dx^ ^ d^Z^ /dx^ dx^ dx^ dx^ \ 

^mJ dx^ du^ ' du^ ' .-^ dXy.dx^ V^Wi ' du^ ' du^ du^J 

,^^ dZ^ d*x^ 

' j^ dx^ ^ ^du^.dt^ 

+ "^^^^-^iV^^ + f**) 

+ n(i-»»).z„./;g«—o, 

^j dx* \du^) ' .^/ ax,.a«, au, au, 

+ ^"^ -ä^ (1 - ") -äv" 

+ 2« 2 ^•xV-'iV+«(i-«)-^«r«''=-o. 

Die BedeutuDg der einzelnen Zeichen und Buchstaben ist am citierten 
Orte angegeben worden. 

§ 45.*) 

Ableitung von Differentialgleichungen zwischen den ursprunglichen 

und den transformierten Moduln. 

AuTser den in den beiden letzten Paragraphen skizzierten Diffe- 
rentialbezieh ungen existieren nun noch solche zwischen den ursprüng- 
lichen und den transformierten Moduln. Es sollen diese nicht wirklich 
in expliciter Form entwickelt werden, vielmehr begnügen wir uns 
damit, eine Methode zur Ableitung derselben anzugeben. In § 31 
fanden wir für die Gröfse K^^ die sechs Differentialgleichungen (1): 

(;e« _ ^2) .:^^^ = ^ . A^n_ _ H . .\^-- , 

^'^ "~ * ^^ dl. du ~ ^ ' ~H ^ " f»r ' 

* * ax* ~ U*— X« "• /:*«— X* "*" X J äx 

__ ^^i^ aiC.i II. Hl* dKy^ , ^ 

^ " äx* ~ Lii-*-x*"*' X«— 1* » X J ax 



•) Cf. Krause: Grelle 96. 
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+ ifu. 



X* — /A« aX V—fJL* dl 

Ebenso ergaben sich für die Gröfse E^^ sechs Gleichungen ^ die 
Gleichungen (2): 

^ ' ax« ~L;i''-x* "^ /*«— X» "^ X J d% 

und vier andere, die aus den beiden soeben hingeschriebenen Glei- 
chungen durch cyklische Yertauschung der Gröfsen x, A, ft entstehen. 

Die übrigen Integrale dieser beiden Gleichungssysteme , die wir 
durch 1 und 2 bezeichnen wollen, waren bestimmt worden. 

Für die transformierten Gröfsen ergeben sich zwei neue Systeme 
(3) und (4), die aus den obigen entstehen, indem an Stelle der 
Gröfsen jK«,,, x, A, fi resp. gesetzt wird C«,,, c, I, m. Die Integrale 
des Systems (3) lauten dann C^, Cj^, Cj/, Cjg', des Systems (4) Cgi, 
C22, ^21? ^22' Nun bestehen aber die Beziehungen: 

J/2 . ^11 + -^^3 • ^21 = «0 • <^2i + «1 • C22 + «2 • ^42' + «s • C21 7 

etc. etc. 

Hieraus folgt, dafs wir zwei neue Gleichungssysteme (5) und (6) er- 
halten, von denen ein jedes aus sechs Gleichungen besteht. Wir 
wollen uns von diesen je sechs Gleichungen je zwei herausgreifen — 
die übrigen folgen durch cyklische Permutation der Gröfsen c, l, m. 

(*^ - ^) d^li^i ^ ani 

-m ^^— , 

^A '" de* — Lz«-c* ' w'-c'-'"*" c J' ' de 

/«~c* ' dl 
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(tn* - 1*) ^•( ^.•gu + -M. -g») ^ j . a ( if. . 7f., + 3f. ■ y..) 

Die Grofsen M^y M^^ M^y M^ lassen sich vermöge angegebener 
Formeln durch die Grofsen x, ky fi, c, l, m und die Differential- 
quotienten der einen nach den andern ausdriicken. 

Die Elimination der beiden Grössen K^^ und £21 ^^^ ^^^ Glei- 
chuugssystemen 1, 2^ 5, 6^ die ohne jede prinzipielle Schwierigkeit 
geschehen kann, ergiebt dann die gesuchten Differentialgleichungen. 

Bei dieser Elimination zeigen sich einige Relationen von Vorteil, 
die zwar nicht direkt abgeleitet sind, aber aus den Untersuchungen 
der §§ 30 u. f. leicht abgeleitet werden können und also lauten: 

d% ~ X« ' ax "T" X '^2»' 

di r * ax ' X '^"' 
d_K:^ 1 dK,, 1 j^ 

Mit ihrer Hilfe kann die Elimination von iT^i unmittelbar erfolgen, 
so dafs das Problem lediglich auf die Elimination von K^^ hinaus- 
kommt. 

§ 46. 

Entwickelung neuer Transformationsprinzipien. Vierte Methode der 
Eoef&cientenbestimmnng fn den Transformationsgleichongen. 

Die ganze Transformationstheorie war auf Grund des Hermiteschen 
Transformationsprinzipes aufgebaut worden. Es lassen sich nun weitere 
Prinzipien aufstellen, die für die Folge von Bedeutung sind. Denken 
wir uns eine beliebige transformierte Thetafunktion vorgelegt: 



(7) 
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SO genügt dieselbe den Gleichungen (1): 

^^« + 1; <, Tj/, Tj/, x^) = (— 1)ä . -^a«, V, ri/, tTj/, r„'), 
^^(v/, < + 1, '^ny ^12', tTggO = (— 1>* . -^iiCv/, <, Ti/, Tj/, r^/), 

= (- 1)*^ . ^.(t;/, <, r,/, r,/, r„') . r— <«'/+-»'), 

^i («^/ + "^«'^ ^^2' + '«^2«'> '^ii'; '^12'f ^22') 

= (- 1> . ^.(t;/, <, IT,/, r,,', O . 6^-(«^.'+<.,') 

und diese Gleichungen bestimmen sie bis auf eine von v/, v^ unab- 
hängige Konstante. Sehen wir diese Funktion nun als Funktion von 
v^j v^y t^^f r|2» 1^22 ^^ ^^^ erwägen die Beziehungen , die zwischen 
den ursprünglichen und den transformierten Grofsen bestehen, ins- 
besondere die Beziehungen: 

nVj = (Ä, — ag . tu — 63 . Tj^) V/ + («^2 — «2 • "«^11 — h • '^I2)*'2'; 

nvg = (cj — o^ . Tjg — 63 . r22)t;/ + («2 — ^ • "^12 — h * ^0)^27 
so folgt der 

Lehrsatz. 

Leistet eine Funktion von t;^, v^, von den bekannten Bedingungen 
abgesehen, den Gleichungen Genüge (2): 

f{^i + — (*j — »5 • ^11 - *8 • *«^i2)> V, + - (C3 — a, . Tij — &8 . r„)) 

/"(vi +-(— rfo + ^0-^ll + *0-'«^12), V2 + -(— ^0 + Ö0-'«^l«+*0-'«^22)) 

so ist sie bis auf eine von v^ und v^ unabhängige Eonstante ein- 
deutig bestimmt. 

Wir wollen uns nun im folgenden auf einen speziellen Fall be- 
schränken, auf denjenigen, in welchem die Beziehungen stattfinden: 

Vi ^= nv^y Vg' = nt;2, Th ^wt^^, Tjj = wri2, t22 =nr22. 
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In diesem Falle lautet der Satz: 

Leistet eine Funktion von v^ und t;^ .den Bedingangsgleichungen 
Genüge (3): 

fi^i + ^11, t;, + r,^ = e---'(*^.+*n) . (- 1)** . f{v,, v,), 

80 ist sie^ von einer Konstanten abgesehen , immer gleich der trans- 
formierten Funktion: 

d'zinvi, nvg, ntii, nr^,, nt^). 

Aus diesem Satze folgt dann unmittelbar der weitere: 

Leistet eine Funktion von t?^ und i;^ den Gleichungen Genüge: 

fk, f, + ^) -= (- 1> • /J • f(v„ V,), 

/■(»! + r», V, + r„) = e--«.(«'.+««) . (-1)*. . f(v,, v,), 

titip tjtiq 

a = e " , ^ = c'» , 
so ist sie von einer Konstanten abgesehen immer gleich der Funktion: 

Aus dem allgemeinen Satze konnte ein analoger weiterer Satz her- 
geleitet werden. Wir sehen von der Aufstellung ab, da prinzipiell 
nichts neues auftritt, dagegen die Formen sich komplizieren. 

Die Mannigfaltigkeit der Gesetze ist hiermit nicht erschöpft 
Bleiben wir wieder bei dem speziellen Prinzipe stehen, so folet aus 
ihm unmittelbar der 

Lehrsatz. 
Leistet eine Reihe yon Funktionen den Gleichungen Genüge: 

f{«i + i> ''»)=(-l)"./'(4, «,), YK, r,+ l)=(-l>./"(f„ »,). 
(5) fiv, + t,„ V, + t,,) = ^-'"(*'.+*n) . (_ ly. . /-(t,,, t,,), 

f(v, + r„, V, + r„) - c— «••(»'.+*«) . (- 1)*. . f(v„ v,), 
so besteht zwischen je n -|- 1 derselben mindestens eine lineare Relation. 
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§ 46. Neue DarBtellung der Trandformationsgleichungen. 



Es wird also bei derartigen Funktionen die Zahl der zu be- 
stimmenden Konstanten verringert, und zwar verringert im Vergleich 
zu den gewöhnlichen Thetafunktionen n**' Ordnung. 

In ähnlicher Weise können weitere Sätze aufgestellt werden. 

Diese Prinzipien lehren eine weitere Darstellung der Trans- 
formationsgleichungen kenuen. In der That, beschranken wir uns 
auf den Repräsentanten 



n 














n 














1 














1 



SO folgt aus den soeben entwickelten Sätzen unmittelbar: 

(6) ^öi^lV^y ^^i7 «^11? W^18> ^»^82) 

= C ^j ^^^ + -» - ?» ' '^ + -« - 2« ) ' 

wobei gesetzt ist: 

die Summation über w, und ^ig von bis n — 1 zu erstrecken ist 
und endlich c eine Eonstante bedeutet^ die von v^ und v^ unab- 
hängig ist, also durch Spezialisierung von v^ und v^ leicht bestimmt 
werden kann. 

Nun folgt aber aus den entwickelten Additionstheoremen leicht^ 
dafs sich die sämtlichen Funktionen (p^ als homogene Funktionen 
w*®' Ordnung der gewöhnlichen Thetafunktionen darstellen lassen^ 
so dafs wir auf diese Weise eine vierte Methode der Koefficienten- 
bestimmung erhalten haben. 

§ 47.*) 

Theorie der Thetafunktionen, deren Charakteristiken sich aus 
gebrochenen Zahlen zusammensetzen lassen. Eigenschaften und 

Parameterdarstellung derselben. 

Im zweiten Paragraphen ist die Definition der Thetafunktionen 
mit beliebiger Charakteristik gegeben worden. Wir wollen jetzt eine 
weitere Klasse derselben herausgreifen^ nämlich diejenigen, für welche 



*) Krazer und Prym: Acta mathematica III. Krause: Math. Annaleo 
Band 26. 
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219 



die Zahlen g^, g^y h^, %2 ^^^^ ganzer Zahlen sind. Auch hier empfiehlt 
es sich^ den Nenner 2n einfach fortzulassen, es empfiehlt sich ferner 
die folgende Bezeichnungsweise einzuführen. 

Es soll überall da, wo kein Mifsverstandnis zu befürchten ist, 
gesetzt werden: 



(1) 



wo a den Index einer beliebigen gewöhnlichen Thetafunktion be- 
deutet. Dann lauten für den Index 5 die Fundamentalgleichungen: 

2g, n i 



»6 


'9' 


*6 




»S 


'9' 
h 



(»j + 1, fj)=e " . «'s J (f , , »,) , 



%g^/ti 



'91 ^'~— vtn 

_h\ («^n v^ + \)=e « '^t>\h\ K^ ^^)y 



— 2Ä,/ri 



(2) 



aJ K + ^in t^2 + tr,,) = e - .-^5 [jj K, t;,).e-^'(«-»+^"), 



— 2A,rt* 



^5 [J] («^1+^,2» ^^2+1-22) = ^ " -^6 [f| (t^l, t;,).^^*<»^*+'« 



) 






= e 



•^»[Äiflc^"''^)- 



Hierzu kommen dieselben Differentialgleichungen, wie bei den ge- 
wöhnlichen Thetafunktionen. Bei der Vermehrung um halbe Perioden 
gehen die Funktionen mit dem Index 5 in die Funktionen mit an- 
dern Indices über. Der Übergang ist der analoge, wie bei den ge- 
wöhnlichen Thetafunktionen, nur treten noch 2n^ Einheitswurzeln 
als Faktoren hinzu und zwar bei der Vermehrung von v^, v, um resp.: 
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L 0-0 —' — L . In ^« . ^« ?»« . ^11 "I" ^11 ^11 "4" ^n . 

2 ' ' ^ 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 

In L iii . ^1» ii« L. lu i_ ^ ^ . !^ L ;!«i . 

2 2'2'2'2 2'2 2^2 2" '2 2'2' 

ji* 5*» I . I*! j- Im ?L ^ _L 5l« . ^1« L ^^* Jl . 

2 ' 2 2 ' 2 ' 2 2 ' 2 ' 2 ' 2 2 ' 2 2 ' 

'^1 1 I ^1« ^11 I 5** . 5ll _i_ ^1' L Ii* _L !^' i_ 

2'2'2'2 2'2'2 2'2''2 2' 

der Faktor: 

nio) 

wobei m resp. gleich ist: 

9i-i 9%; ffi + 9i] Kl K, *i + /»»; 9i + An S»» + h; 9i-{-9» + Ä,; 
9i + Ki 92 + h]9i + K+ *25 5^1 + 5^2 + A«; ffi + K + K'^ 

ffi+ 92+\ + \' 

Die noch fehlenden Beziehungen sind aus den aufgestellten leicht 
abzuleiten. 

Aus den soeben definierten Funktionen lassen sich dann auf un- 
endlich mannigfache Arten Thetafunktionen n^' Ordnung bilden. Der- 
artige Funktionen sind z. B. die n*^ Potenzen einer jeden Funktion, 
die Produkte zu je n: 

bei denen 

^9.=^9,^^K-^h,Eni0modn 

ist u. s. w. 

Solche Thetafunktionen n^' Ordnung können aber nach bekannten 
Regeln durch die gewöhnlichen Thetafunktionen ausgedrückt werden. 
Greifen wir nun z. B. die gerade Funktion heraus: 

^5 (f. + -^. «, + !)" + *, (t,, + iL_;_l,,, + J^)- 

80 genügt dieselbe der Gleichung: 

(3) /"(Vi , «,) = ^eaßri ■ »6 W ■ »1 W . »^ ivf . »^ {vf , 

wobei: 

a-[-/J + y+d = w, ß + S = y + d=^0 mod 2, * < 4 ist. 
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Durch Substitution halber Perioden ergeben sich aus dieser Gleichung 
15 weitere^ die die Form haben: 

Die Eonstanten e' unterscheiden sich dabei von den Eonstanten 
e höchstens um vierte Einheitswurzeln. Wir dividieren diese Glei- 
chungen durch ^si'^Y ^^^ setzen an Stelle der linken Seiten resp.: 



Führen wir dann wiederum die Argumente der hyperelliptischen 
Funktionen ein^ indem wir setzen: 

^i = -^11 • ^1 + -^J2 • ^2 y 

so nehmen die linken Seiten, von konstanten Faktoren ahgesehen, 
die Formen an: 

al lu + ^"+^" u + ^*^+^^ Y ^^(("^'^)) 

w— 1 



•• ((" + ^)) 



und ähnlich sind die rechten Seiten darzustellen. Wir erhalten 
sechszehn Gleichungen, die in den gesuchten Eoef&cient«n linear sind 
und überdies in ähnlicher Weise behandelt werden können wie die 
gewöhnlichen Transformationsgleichungen. 

Indem nun beide Seiten nach Potenzen von t^ und Ug entwickelt 
werden, erhalten wir durch Eoefficientenvergleichung eine unendlich 
mannigfache Bestimmung der Eoefficienten als rationale Funktionen 
der Thetafunktionen, deren Charakteristiken gebrochene Zahlen und 
deren Argumente Null sind. Zwischen diesen Gröfsen selbst ergeben 
sich unendlich viele Beziehungen. Mit Rücksicht auf die Parameter- 
darstellung der gewöhnlichen Thetafunktionen ergiebt sich hieraus 
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die Parameterdarstellung der von uns eingeführten Thetafunktionen. 
Wir erhalten dabei das Resultat, dafs der Quotient je zweier 
unserer Funktionen sich jedenfalls mit Hilfe einer nf^ 
und Quadratwurzeln aus zwei von einander unabhängigen 
Gröfsen darstellen lassen mufs. 

Der Satz kann noch modifiziert werden^ indessen sehen wir 
hiervon ab. 

Ähnlich einfach kann die Parameterdarstellung unserer Funktionen 
für die Nullwerte der Argumente gegeben werden« Wir deuten die- 
selbe nur an. Aus den Transformationsgleichungen folgt, dafs die 
Quotienten zweier transformierter Thetafunktionen, die Grofsen: 

^^(^i'» ^t\ ^ll'» ^u'i *«') 

für die Nullwerte der Argumente sich rational durch die Grofsen: 
^« \ n "' ~ n ) 



^« V ;i ' n ) 

wobei a den Index einer beliebigen Thetafunktion bedeutet, darstellen 
lassen. Dasselbe gilt also von den Ausdrücken: 



^y(0, 0)' 



wenn y den Index einer geraden Thetafunktion bedeutet. Für die 
ungeraden Thetafunktionen ergiebt sich ein ähnliches Resultat. Jeden- 
falls ist das Problem der Parameterdarstellung zurückgeführt auf das 
Problem der Parameterdarstellunsr der Funktionen: 



«■. 



n ' n'- ) 



A ( ^ "1" ^1 -^11 + *"« •'^H W' + Wt . T„ 4 - W, . T„\ 

Dieses Problem aber kann mit Hilfe der Multiplikationstheorie und 
der noch zu entwickelnden Divisionstheorie gelöst werden. 
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§ 48.*) 

Fortsetzung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen. 

Diskussion des Falles n = 3. 

Wir nehmeo jetzt den Fall w = 3. 
Für denselben wird: 

Durch Substitution halber Perioden ergeben sich für die Null- 
werte der Alimente folgende Gleichungen (2): 



2.'»oftF=e,.V +«2-*o •*oi*+«8-'9'o-*«*+«4-^o-* 



i 



18 



-2.'9'oifiF=e,.V— «*••*« -V -«s-Ö'oi-V+ev'Ö'ofV 
— 2.Ö-J W=c,.V — ej.^s . V— «3-*2 -V +«4-^«-'9'oi* 
2.»»iW'=^i-»n-hei-»i2-»i +«s-'»i«-'»oi*+«4.*.2-V 
Hieraus ergeben sich die Werte der Eonstanten: 



*) Cf. Eranse: Mathematische Annalen Rand 26. 
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Die Eonstante e^ ist aus einer der vier letzten Gleichungen des 
Gleichungssystemes (2) bestimmt. Zu gleicher Zeit ergeben sich die 
Thetarelationen : 

(3) *oCil'-^o -*oiCiF-*oi=ei(V+V) 

Durch Differenzieren läfst sich die Zahl der Relationen ins Un- 
endliche vermehren. 

Wir wollen nun an die Betrachtung der obigen Funktion noch 
die Betrachtung der Punktion reihen: 

Wir können jedenfalls setzen; 

Durch Substitution halber Perioden ergeben sich fär die NuU- 
virerte der Argumente folgende Gleichungen: 

(5) 



§ 49. Aufstellnng allgemeiner Thetarelationen. 225 

Mithin erhalten wir folgende Werte f&r die Eonstanten: 

^ g-»8Ür»»84»08'»88+g-»iar-»14»»01-»l . 

^ = _ ^ ' »04 (i)' • ^ 14 . -»,4 ■ ^4 + 2 ■ '» 0«Ü )' ' ^» » '»13 ' »f . 
^ »84 • »08 • »Ol • ^4 • »8 • »14 

Zu gleicher Zeit ergeben sich die Thetarelationen (6): 

A /ri^» »1 Ci )' • »0 • »84 • » 88 f_ »8 UV • »14 • »18 • »( 





»08 • »4 • »8 ' ^4'^% '^9 

»04 UV »14 • »84 • »6 »08 UV ' »18 • »88 • »I 



6 



»08 • »Ol • »8 *03 • »Ol • »4 

O. ffX\i »l U V ' »14 « »S l.»18 »3 UV • »88 • »84 »S 

'^U^tff Ä A A ^"ä » » 

^08 • ^4 • ''^S ^^4 . «-j . Vqi 

, »04Ü)^»88-»l.-»0 , »08ÜF-»0-»14-»84 . 

»08 • »Ol • »8 »03 • »Ol • »4 

Auch hier läfst sich durch Differentiation die Zahl der Theta- 
relationen ins Unendliche vermehren. 



§ 49.*) 

Fortsetzung der Betrachtungen der beiden letzten Paragraphen. 
Aufteilung allgemeiner Thetarelationen. Einfacher Beweis der 

Prymschen Thetaformeln. 

Wie im speziellen Falle n =^3 und wie die speziellen Funktionen 
können im allgemeinen Falle alle Thetafunktionen n^' Ordnung be- 
trachtet werden, die sich aus unsern Thetafunktionen bilden lassen. 
Überdies ist klar, dafs auch zwischen mehreren derselben lineare 
Beziehungen existieren müssen, vorausgesetzt, dafs dieselben als Theta- 
funktionen n^ Ordnung betrachtet, dieselbe Charakteristik haben. 
Die Eonstanten können nach angegebenen Methoden bestimmt werden. 
Diese Bestimmung wird aber in vielen Fällen durch die angegebenen 
Transformationsprinzipien allgemeinerer Art wesentlich erleichtert. 
Aus diesen Prinzipien folgen zum Beispiel unmittelbar die Re- 
lationen (1): 



*) Krause: Math. Annal. 26, Prym und Erazer: Acta mathematica III. 

Krause, Thetafanktionen. 15 
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J. S ** [2] H' = <'r ■ S S *^ R; y H- 





«--1 .« - 1 



-:.-2-^Mlk]l'y 



■l M— 1 



«. SH»^ [2, y M 



n-l •— 1 



=-c,-^,fJ»,[ll]iv} 







-«».S'^IT'.Biyw 



u 

«— l «—1 II — 1 



-..•^•^H^.ß.äM. 



«— I «— I _^_ «—1 «— i 



^.^.a*..^*..*, [2]w -=^ .^■^'«*'-^*' •*» [a. y W 



U 

«- 1 n— l 



= ^.-5'5-«*'-^*'**[ä, ÖH' 





1« — 1 n~l n—l 



cj. :>» 



'^'M«**-'^-**[*;yH 






n — 1 n—l n — 1 




— ^10 *^ 

*0 

irtip iftiq 



J^H^'-^-^^ilhUi^h 



a = e *» ^ ß = € 



n 



Ferner zeigt sich für die Gewinnung weiterer Thetarelationen 
der Umstand von Bedeutung, dafs, wenn zwei Thetafunktionen 
w**' Ordnung, die als solche dieselbe Charakteristik besitzen, für n* 
Teilwerte der Perioden übereinstimmen, dafs sie dann überhaupt 
übereinstimmen müssen. 

Setzen wir also: 



2irt inj 

n 



«1 = ^ * , /J^ = e 
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und nehmen die Ausdrücke: 

«—1 «—1 





und 

«—1 n— 1 



3._2- .,'..» [2] to)-.»[o]w 




i.j.v..»[j_y(o)-»[i_«]w, 






80 stimmen dieselben für die »* Werte von v überein: 

— ^11 + ^1 — "^1» + ^ 

■ ^■^. ■■■*■■■■ ■ — ■■ ■»i^ ■■ ■ ■ ■■ • 

n ' n 

Mithin ergiebt sich die Gleichung: 

n— 1 «—1 




*. ^/. «!*'•* [2] CT« -^[ä] H" 



'^^-^'-^K, yw •*[;», yw". 



(2) « 

H'l «—1 

-3 

U 

Genau so ergeben sich die Gleichungen (3): 

«—1 «— 1 

U 

« — 1 n — 1 



«—1 



=2-S/'.*"*[ä. ijCT"-*£ IJW". 





n— 1 «-1 










Aus diesen Gleichungen können eine Reihe anderer hergeleitet 
werden. Setzen wir in der ersten derselben z. B. an Stelle von v, , v^ 

der Reihe nach v, + — J-, Vj + ^- und lassen ä,' und ä/ der Reihe 

nach alle Werte von bis n — 1 annehmen , so erhalten wir beim 
Summieren aller Gleichungen: 



•- -^ u 

n— 1 n— t _^ -^ _ n— 1 n— 1 



ss<'-^4ä. y «^^•i?'^*'**^. y W-. 



15 



* 
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An Stelle von Vi und V2 setzen wir links und rechts resp. v^ -{- -^ , 



17« + — — , so wird: 



n— 1 n — 1 «..« n — l n— \ 




J.^-«.*-»* [ä] m- • ^- 2- «<*' •**[!, äJw 



00 " " ü 

n— 1 !•— l »— 1 n— 1 



Setzen wir hierin v = 0, so erhalten wir die Gleichung (4): 

00 00 i-i^j 

Genau so wird (5): 

»I — l n—l «^_ «—1 «—1 




L. 1 /J 

«— l n — 1 11 — 1 « — 1 

üO *--• üu '--' 

Es können diese Gleichungen zur Vereinfachung der Konstanten- 
ausdrücke in einigen früheren Gleichungen dienen. 

Es ist klar^ dafs alle diese Gleichungen nur Vertreter grofser 
Eategorieen von Relationen sind, dafs aufser ihnen noch eine Fülle 
anderer existiert. Es sollen diese nicht einzeln aufgestellt werden, 
vielmehr sollen lediglich die allgemeinsten Gleichungen, die bis jetzt 
für die Thetafunktionen existieren, entwickelt werden. Es enthalten 
dieselben dann alle vorhin entwickelten und alle die auf analoge 
Weise hergestellt werden können, in sich. Diese Gleichungen rühren 
von den Herrn Prym und Krazer her. Wir setzen dazu: 

w«c;/i) =(1— nK^*) H h ViC«»), 

nw;/2) = t;i<i) + '(1 - n) v^W H h ^i^*"^ , 



(6) 



„«;,(«») = »,'« ^ ^-(1_ 


• • • 


««;,(») =(1— n)«,<i) H (- 


«.(»-), 


««;,<*) — fj,o) + (1 — «) «,<*' -\ 1- 


• • • 



nw;,(«")=t;,(« -\ h (1— n)t;j(«"), 
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und bilden zunächst das Produkt: 

Betrachten wir das Produkt als Funktion von v^^'^ Vg^*^, und be- 
zeichnen es als solches durch f(vi^''\ ^8^*0> ^^ leistet es den Glei- 
chungen Genüge: 

fiv,c)+ 1, «,(•)) = fiv,^'\ «,(•)), /•»,<•), »,(•)+ 1) = /-KW, VO , 

Diese Gleichungen bestimmen es bis auf eine von v^^'^ v^^'^ unab- ' 
hängige Eonstante. 

Bilden wir andrerseits das Produkt: 

1 •- -' 

wo die Zahlen g und h beliebige Werte von bis n — 1 bedeuten 
können und sehen diesen Ausdruck als Funktion von v^^*\ v^^'^ an, 
so geht er bei Vermehrung von v^^*) um 1 über in: 

Dabei ist klar^ dafs wir^ ohne der Richtigkeit Abbruch zu thuo^ 
annehmen können^ dafs auch h^ -{- l eine der Zahlen von bis n — 1 
bedeutet. Hieraus folgt, dafs die Summe: 

Ol •- -' 

als Funktion von v^^'^ v^^*^ aufgefafst^ ungeändert bleibt^ wenn t?!^*) um 
1 vermehrt wird. Genau so folgt, dafs Üie Summe: 

n — 1 n — 1 in *'/A-l- k \ r"i 

1 *- "* 

ungeändert bleibt^ wenn ein beliebiges der Argumente v^^'^ t^g^'^ um 
1 vermehrt wird. 

Nehmen wir endlich die vierfache Summe: 

2'222n' " " * •«•»[aJk'^^")» 



1 



N 



80 ist klar; dafs dieselbe^ als Funktion von Vy^*\ v^^'^ aufgefafst, den 
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vorhin aufgestellten charakterisierenden Gleichungen Genüge leisteti 
sich also, da £ eine beliebige der Zahlen l,...2n bedeutet ^ von 
dem Produkte: 

2n 

• 

nur um eine Eonstante unterscheiden kann^ die von den Gröfseu 
u^ij w^ oder v^^ Vg unabhängig ist, wohl aber von den Gröfsen x ab- 
hängen kann. 

Bezeichnen wir nun das soeben hingeschriebene Produkt kurz 
durch JP, so folgt unmittelbar^ dafs es den Differentialgleichungen 
Genüge leistet: 

^"^ d^F . . ' aF 4r\ d^F , . dF 



V a«F ^ . dF 



11 



1 

Genau denselben Gleichungen leistet aber die vierfache Summe 
Genüge y welche sich von dem Produkte nur um eine Eonstante 
unterscheidet. Hieraus folgt, dafs die Eonstante auch von den 
Gröfsen x unabhängig sein muTs. Dann aber finden wir sie am ein- 
fachsten, wenn für die einzelnen Thetafunktionen ihre Fourierschen 
Entwickelungen eingesetzt werden. Hierbei ergiebt sich dann die 
Gleichung: • 

«* fl »f, K<", V*0 
(9) ^ 

1 •- -* 

Ganz analog ergiebt sich das Resultat 
Setzt mau: 

nw^^^^ = (2— w) v/i) H h 2t;/») , 

«m;/«) = 2v/i) + (2— «) t?/2) H 1- 2t;i<«^ , 

(10) nw;/») = 2i;i(i) H 1-(2 — ») V"^ 

nM72(i) =. (2— n) Vg^i) H h 2t?,W , 

nM;,^") = 2t;2(^) H 1- (2— n)t;,W , 
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80 findet die Gleichung statt: 

(11) 

n — 1 n — 1 n — l n — 1 n _ _ n — 1 , , 



2' S'IrS'FI *^ R] («'''^' «'*"') 



1 *- -* 

Aus diesen beiden Additioustheoremen lassen sich dann durch Sub- 
stitution von n*®^ Perioden die allgemeinsten Formeln ableiten, die 
von den Herren Prym und Erazer aufgestellt worden sind. 

Bei der Aufstellung dieser Gleichungen haben wir uns auf die 
fundamentale Thetafunktion beschränkt. Unter Hinzunahme der 
übrigen ergeben sich analoge Resultate. 

§ 50.*) 

Additionstheoreme zwischen Thetafdnktionen mit verschiedenen Moduln. 

Mifc Hülfe der von uns eingeführten allgemeineren Thetafunk- 
tionen lassen sich nun noch weitere Additionstheoreme bilden, die 
sich für die Transformationstheorie von hervorragender Bedeutung 
zeigen. Wir wollen uns dazu in den von uns betrachteten Funktionen 

an Stelle von z^^, r^^^ t^^ gesetzt denken nt^^^ ^'^127 ^^^221 ^- h* ^^^ 
Funktionen bilden: 

2 

^•-7" (2^+2 T + 9i . ^1. + g. . ^2.) 

e 1 

Hierbei sollen von vornherein die Grofsen h^ und h^ der Null gleich 
angenommen werden. Die auf diese Weise entstandenen Funktionen 
bezeichnen wir durch: 

^«[^1 92](viy ^27 wtu, ntig, nr^s), 
oder auch, wo kein Irrtum möglich ist, durch: 

^a[g]{v^, v^, wr„, nri2, nt^) 
oder 

oder 

Die fundamentalen Eigenschaften dieser Funktionen folgen dann 
*) Cf. Eraufle: Mathematisohe Annalen Band 27. 
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durch Spezialisierung unmittelbar aus den fundamentalen Eigen- 
schaften der allgemeinen Thetafunktionen^ deren Charakteristiken 
sich aus gebrochenen Zahlen zusammensetzen lassen. Setzen wir nun: 

n 

1 

so ist F aufgefafst als Funktion von Vj^*\ v^^'^ eine Thetafunktion mit 
der Charakteristik Null und der ersten Ordnung, welche überdies den 
im vorigen Paragraphen aufgestellten Differentialgleichungen Genüge 
leistet. Eine jede Funktion, die dieselben Eigenschaften besitzt, 
kann sich von ihr nur um eine Grofse unterscheiden, die von den 
Gröfsen Vj^'\ v^^'\ r^, r^j, Tgg unabhängig ist. 

Es soll versucht werden, derartige Funktionen mit Hülfe der 
soeben definierten Grofsen wirklich herzustellen. Wir setzen dazu (1): 

wobei die Gröfsen a««, einstweilen völlig willkürliche ganze Zahlen 
bedeuten können und bilden für weitere willkürlich gewählte ganze 
Zahlen gj!^*\ g^^*\ w, das Produkt: 

1 

Die erste Frage, die sich hieran knüpft, lautet: „welche Be- 
dingungen müssen die eingeführten Gröfsen erfüllen, damit dieses 
Produkt bei der Vermehrung von v^^*\ v^"^ um Vielfache der Moduln 
in ein analog gebildetes Produkt übergeht, multipliziert mit der Ex- 
ponentialgröfse, welche bei dem ursprünglich zu Grunde gelegten 
Produkt auftritt/' Man überzeugt sich leicht, dafs die hinreichenden 
und notwendigen Bedingungen hierfür lauten: 

= 1 , B = 1, 2} • . . ra, 
'"1 "1 "« 

(2) .. 

= 0, 6^ X. 

Die Bedingungen können auch geschrieben werden: 

/oN ^«1* + ^'«^ H 1" ^•«* =^" 

««i'ötxi + a«8.axs + h Affn.ax» = 0. 

Legen wir nun als erstes Glied dasjenige zu Grunde, für . welches 



«1.' 


+ 




+ 




«1 


+ 


«1 


+ 
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sämtliche Gröfsen g^*\ g^*^ der Null gleich sind^ so folgt leicht, dafs 
der Ausdruckt 



2E' 



^ «-6 W 9,^'^ i«^'\ n. . t} 

1 

bei der Vermehrung der Grofsen Vi^*\ v^^*^ um Vielfache der Moduln 
den Bedingungsgleichungen der Thetafunktionen erster Ordnung mit 
der Charakteristik Null Genüge leistet, wenn die Summe erstreckt 
ist über alle gi^*\ gj^*\ die den Kongruenzen Genüge leisten: 

, .N gi^'^ = «ti . «1^^^ + Ö.2 . «1^*^ H h »•!. • ^1^"^ mod n, , 

5fj(*> = a.i . Sj^*) + a.2 . S2<*) H h ö«» • «a^*^ mod n, . 

Die Grofsen Sj^'\ s^^'^ sind völlig willkürliche ganze Zahlen. 
Aus diesen Kongruenzen folgt dann, dafüs die Grofsen: 



und 



♦»1 ^ «1 ' 









sämtlich ganze Zahlen sind. Hieraus wiederum folgt, dafs die vorhin 
definierte Summe sich nicht ändert, wenn man die Argumente t;^^'), 
t;,^') um gauze Zahlen vermehrt. Jedenfalls also ist die Summe als 
Funktion von v^^'^, Vg^'^ aufgefafst eine Thetafunktion erster Ordnung 
mit der Charakteristik Null. Da sie nun auch, wie man sich leicht 
überzeugt, denselben partiellen Differentialgleichungen Genüge leistet, 
wie das ursprüngliche Produkt, so kann sie sich von diesem nur 
um eine numerische Konstante unterscheiden. Der Wert derselben 
ergiebt sich aber, wie die Einsetzung der Reihenentwickeluugen zeigt, 
gleich 1, mit andern Worten, wir erhalten das Additionstheorem: 

(5) f[ », w\ «««) -= 2' J7 *^ f ^»^" ^*"^^ ^*^'^' "• • *^ ' 

1 1 

wobei die Summe auf der rechten Seite über alle diejenigen Werte 
von gi^*\ g^^*^ auszudehnen ist, welche den Kongruenzen Genüge 
leisten: 

^jW = a.i . Si^i) + a,, . 5,W H h «•»• . Si<"^ mod n. , 

^ ^ ^,W =F a,i . sj^^^ + a,2 • Sj^*^ + • • • + Ä,„ . Sj^*^ mod n, . 

Das soeben entwickelte Additionstheorem kann als spezieller 
Fall eines allgemeineren angesehen werden, dessen Ableitung im 
Prinzip dieselbe ist. 
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Seien m^^, . . . n»» n beliebig vorgelegte ganze Zahlen, mögen 
ferner zwischen den Veränderlichen v and den Veränderlichen w die 
Relationen bestehen: > 

(7) 

t^^(») = a,i . ^2^^^ + ö^ta . Vj^*) + • • • a«n • "^a^*^ • 

Genügen dann die ganzen Zahlen a«x den Gleichungen: 

w.( H ) = 1, fi == 1, 2, . . . n, 

+ — :;: h-- = 0, €>x, 



oder, was dasselbe sagt, den Gleichungen: 
so gilt das allgemeine Addition stheorem: 

n 

(10) 

n 

wobei die Kongruenzen bestehen: 

^i^') ^ a,i • m^ . Si(^> + a«8 . w^ . s^^*^ -j a^n-mn. s/*^ mod n,, 

^2^*) EZE a.i . »»1 . Sj,^*^ + a«2 • w^ • «2^*^ H ««« • Wn . Sa^*) mod n« . 

Bisher sind die Zahlen ^/*\ ^^^'^ immer als ganze Zahlen an- 
genommen. Wir wollen jetzt die verallgemeinerte Annahme treffen, 
dafs sie auch halbe Zahlen sein können und an ihrer Stelle setzen: 

-^^, -~— • Es sind dann die neuen Gröfsen gJ^*K ^^w ihrerseits 

ganze Zahlen. 

Setzen wir dann (11): 

2w^^'^ = a,i . v/*) + a,8 . r^^*) H a,« . v^^»), 

2^2^*^ = »fi . t;2(^> + a,$ . V2^*> H a.» . t7g^**>, 

und nehmen an, dalb die ganzen Zahlen a«» den Bedingungsgleichongen 
Genüge leisten: 
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«1/ . «».' . ««*' 



(12) 



nj »I, n^ 



^If^lx , ^8«-^2« , *n«'®«x 



h • • • = U, 



«1 n, ti^ 



die auch geschrieben werden können: 

(13) I I A 

SO findet das Ädditionstheorem statt: 

n 

(14) 2*' JJ 9,ii^-) , r} 

1 

Hierbei ist die Summe ausgedehnt erstens über alle ai^^\ . . . a^^^^ 
a,^^> . . . «j^*), welche den Wert Null oder 1 besitzen und zweitens, 
über alle ^Z*^, g^^'^, die den Congruenzen Genüge leisten: 



(15) 



__ ^ 1 1 _ mod w., 

-^- = - ö 1 ö 1 5 Dao" w.. 



2 



§ 51.*) 

Allgemeine Fassung des Transformationsproblems. 

Das Transformationsproblem der Thetafunktionen, wie wir es 
bisher aufgestellt haben , lautete: ,^Es soll eine beliebige repräsen- 
tierende Thetafunktion als Funktion der ursprünglichen dargestellt 
werden.'^ Wir wollen das Problem nun allgemeiner fassen. Hierbei 
beschränken wir uns auf den Fall einer ungeraden Transformation 
und stellen das Problem: ^^Es sollen die möglichst allgemeinen 
Relationen zwischen den ursprünglichen und den transfor- 
mierten Thetafunktionen aufgestellt werden/' 
Nehmen wir dazu wieder ein spezielles Beispiel 
Die Transformationstheorie, wie sie bisher entwickelt worden ist, 
zeigt die Richtigkeit der Gleichung: 



*) Cf. Krause: Mathematische Annalen 25. 
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(1) ^o(^i'; ^%^ ^ii'j '^i%7 ^aaO 

(^ + ß + y+S = n, /J + * = y + d = 0mod2, d<4. 

Die EoDstanten, die in dieser Gleichung auftreten^ sind auf mannig- 
fache Arten bestimmt worden. Seien nun '9'o(t?/, v^f tu' r^', Tjg') 
und ^o{v", v^\ Tu", Tjj'', r^g") zwei beliebige von einander verschie- 
dene repräsentierende Thetafunktionen, so genügen dieselben den 
nämlichen Gleichungen. Hieraus folgt die Beziehung: 

\^) ^OV^I > ^2 1 "^U 7 '^12 } ''^28 y ^0 • ^OV^I » ^^2 > ""^ll t ""^la > ^22 ^ 

wobei die letzte Summe über genau dieselben Verbindungen wie 
vorhin zu nehmen ist, mit Ausnahme einer einzigen. Es ist dieses 
dadurch angedeutet , dafs die Summe mit einem Strich versehen ist. 

Solcher Gleichungen giebt es dann — T~~' 

Die Eonstanten können durch Elimination aus den ursprüng- 
lichen Gleichungen bestimmt werden. Wir erhalten daher zu einer 
jeden ursprünglichen Bestimmungsart eine entsprechende im vor- 
liegenden allgemeineren Falle. Überdies aber können die Eonstanten 
direkt auf folgcoide Weise bestimmt werden. 

Wir denken uns aus der ursprünglichen Gleichung durch Sub- 
stitution halber Perioden 15 andere entwickelt, welche dieselben 
Eonstanten enthalten, ferner verbinden wir mit der ursprünglichen 
alle andern Gleichungen, die zwischen denselben zwei repräsentieren- 

den Thetafunktionen bestehen. Wir erhalten dann 16 — ^- — Glei- 
chungen mit \ T ) Unbekannten, die linear auftreten. 

Wir denken uns alle diese Gleichungen dividiert durch ^^(v^, v^)* 
und die linken Seiten geschrieben: 

K«i <^ ^l/» ^u'» O »^(V^\ V, Tt/, T,/, T,/) 

resp. 

K«\ <\ ^n"> ^1."» ^«'^) »,(t>,'\ v,'\ T„", r,,'\ r„-) 

An Stelle der Thetafunktionen können dann wieder die hjper- 
elliptischen Funktionen eingeführt werden, wobei zwischen den Argu- 
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menten der traDsformierten und der ursprÜDglichen Funktionen die 
Beziehungen bestehen: 

Durch Reihenentwicklungen ergeben sich dann die sämtlichen 
gesuchten Grofsen zusammen mit den Gröfsen Mdy Ma' als rationale 
Funktionen der ursprünglichen und der transformierten Thetafiink- 
tionen für die Nullwerte der Argumente. Wir wollen die letzteren 
durch 6a'; 6a" bezeichnen. Zu gleicher Zeit ergeben sich zwischen 
den Gröfsen Q^j Qa', ^a unendlich viele rationale Beziehungen. 

Zweitens können die Konstanten dadurch bestimmt werden^ dafs 
man an Stelle der Argumente t;^; i;, Teilwerte der Perioden setzt. 

In ähnlicher Weise können Beziehungen zwischen je drei^ vier 
u. s. w. repräsentierenden Thetafunktionen aufgestellt werden. Es ist 
klar^ dafs die Zahl derselben übereinstimmt mit der Zahl der Eom- 

binationen von — ^- — Elementen zu je 2, 3 etc. 

Hierbei ergiebt sich dann von selbst das Problem, zwischen 

— ^ ^- 1 Repräsentanten lineare Beziehungen herzustellen. Die 

Auflösbarkeit des Problems folgt unmittelbar aus den vorhin ge- 
machten Bemerkungen. 

Wir können das Resultat auch so aussprechen. Bezeichnet man 
die Zahl der von einander verschiedenen Repräsentanten durch R, so 
bestehen zwischen den entsprechenden transformierten Thetafunktionen 

mit demselben Index R ^ — ^^" einander unabhängige lineare 

Beziehungen, 

Es kann das Resultat auch so ausgesprochen werden: Die R 
repräsentierenden Thetafunktionen sind die Lösungen eines 
Systems von ebenso vielen linearen Gleichungen. Die rech- 

ten Seiten bei R ^- — dieser Gleichungen sind Null, 

bei den übrigen gleich 

wobei die Gröfsen a, b, c, d, a, ß, y, d die mehrfach auf- 
gestellten Bedingungen erfüllen. 

Die Eonstanten können auf mehrfache Weise bestimmt werden, 
die prinzipiell fon einander verschieden sind. Die Ausdrucksformen 
sind unendlich mannigfaltig. 
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§ 52.^) 
Spezielle Diskussion der Transformation 3^° Grades. 

Es soll jetzt der Fall n == 3 gesondert betrachtet werden. 

Zwischen zwei willkürlichen repräsentierenden Thetafunktionen 
können dann fünf wesentlich von einander verschiedene Relationen 
hergestellt werden. Erstens findet eine Relation von der Form statt: 

Durch Substitution halber Perioden ergeben sich^ nachdem die 
Argumente Null gesetzt sind, die Gleichungen (2): 

^5 '^5 =^l«Ö5 . v^ +^4«'^6 '^U } ®08 •'^OS^'^^'^OS •'^08 1" ^8 •'^08 '^ü 7 

^84 ' '^84^'^ ^1 • "sA '"^SA 1 ^4"'^6 •'"84 > "gft •'"23*'™^l'"88 •'^28 ^•'^oj .Vgs j 

64' •'^4 =^l*64''-'^4~^2-'^4*"^14S 

«'•9u-'^14=^l-«"-6u"-'^14 + ^-'^4*-'^14*> 

öo' -^0 =«l-öo"- ^i, +^2-V .^0l' + ^3-V • V +<^4. V-^12' 

-j- 65 . «^Q . #Q^ . -^2 • "^12 > 
öoi •'^01*^^1 '^Ol •'^01 ^2*^01 '^0 ^3«'^01 •^12 4"^4''^01 ''^2 

^6-'^0*'^01"'^2'^12> 



fi 



Ol 



62' ,^i =61.62". ^2 —^2-^2" .'Ö'l2'-^3-'^2'^ -V +Ö4-^2*'^i 

^6 • ^0 • ^01 '^2 • ^12 } 
©12 •'^12*^^ '"12 •'^12"r^*^12 •'^2 I ^8*^12 •'^01 1 ^4*'^12 '^0 

~r ^6 • '^O • "^01 • "^2 • '^12 • 

Dabei sind die Gröfsen a' und b" je nach der Wahl der Repräsen- 
tanten gleich plus oder minus Eins. 

Um die Formeln übersichtlicher zu gestalten, setzen wir: 

Ist a oder ß gleich 14, so denken wir uns die entsprechende 
Funktion 6 mit dem Faktor e' resp. s" versehen. Ferner setzen wir: 

(4) <^ = Qa\ »a + 0/. ^fi, <V = 0a". ^a +,0/'. &ß, 

*) Cf. Krause: Mathematische Annalen Band 25. 



§ 62. Spezielle DiskiiBsion der Transformation 3*^ Grades. 230 

wenn a = 4, /J = 14; a = 03, /J — 23; « = 0, jS — Ol; a = 0, 
ß = 2 ist. Im ersten Falle denken wir uns überdies 6^/ resp. 6,/' 
mit ,dem Faktor «' resp. s" versehen. 
Dagegen werde gesetzt: 

wenn a = 5, /S = 34; a = 0, /3 = 12 ist. 

Schliefslich führen wir die Bezeichnungen ein: 

(6) £«: ^ = e„'. ^/ - 0/. ^a\ ««:> - e„". V - ö/'- '^«'• 

Ist a oder /3 gleich 14, so denken wir uns die entsprechende trans- 
formierte Thetafunktion mit h resp. b' multipliziert. 

Aus den obigen Gleichungen ergeben sich dann die Relationen (7): 






% 84 ^08, 28 % 14 



^4*^14*'l4,4 ^'(MJ- ^88 '^08, 88 ^6-^S4-%84 

€o,Ol'€6'si Gli'oi. 06, 84 = ^28,08. 'Ö'23.'9'o3 + ^84,6 .'9'ß •'^'34, 

«0,8 • Cfe^M — Co,'2 .^84 = -E84,6 .-ö-g^-^ß + -^14,4 .^i4.'Ö'4 , 
^0,12.^6,84 — ^0,12.^6,84 =™ -El4,4 .^14«^4 + -^28, 08 • "^88 • ^08 " 

In ähnlicher Weise sind die andern Fälle zu behandeln. Für 
den zweiten Fall ergeben sich die Formeln (8): 

^6K?^2;^ll;'^12>^22) ==^6-^6(«^l;^2/ + «7-'^5C^l 7^2 ? ^11 ; ^12 ; ^22 ) 

^6 — « " f ^ *" 1» " y 

*14,4 *14,4 

Cg.^Qj. 0*23*. «14,4 = '^4^.-E08,14 + '9'i4'--^i,08 + 'Ö'Q5 .^14,4; 
ßj.ö'ß . -Ö-j^^ . fiii, 4 = -Ö"/ . ^6, 14 +'^14**-^4,6 +'^■5' .-Bl4,4, 

«5,84 . «14, 4 — «5 '84 • «14,4 = -^4,14(^5* ^84*); 

^,28 .«14,4 ~ 6m,28 .«l'4,4 == -El, 14 ('^03* + ^33 )} 

«0,01— «7- ^','01 = «eW+'^Ol*) -~^8-'^08*-'^28* + ^-'^6*-'^84% 

«0.2 -«,.«b;'2 ««6(V+^2*) +^.-v-v, 

«0^ 12 — «7 • «i'l« = «6 W — '^W*) -- «8 • -^08* • '^28* • 
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Im dritten Fall ergeben sich die Formeln (9): 

«IS • ^6 V^^i ; ^% } ni ; ^la ; ^M ^ 



^08, »8 ^«8,08 

«11 *™ « " f «18 T" 7^^ ' 

^88, 08 ^88, 08 



«18 • '^4 •'^U*- ^88, 08 = 'ö-fla'.Bgj^i+'ö'gj^.JEi.oS + ai'.-BlS.ÄS; 

«U • "^6 • '^84* • *88,08 = ^^os' • -^5, 88 + ^88* • -^08,6 + ^6^ • -2?28,08 , 

Cö^ 4 . «88,08 — ^, 84 . «88,08 = JSo8,88 (^6* — ^34*) , 

^4, 14 . «88,08 — ^4. 14 . «88,08 = £o8,88 {^4,^ + ^iJ) j 

«0^01 — «18.^0,01 = «ll(V + ^01*) + «14-'^6*-'^84*> 

«0.8 — «18-«0,'8 =«ll('Ö'o* + '^8*) + «18-'^4*-'^14* + «14*'Ö'5*.'Ö'84*; 

«0^ 18 - Ci3 . <i8 = 6a (V + ^18*) + «18 • ^4* • ^14* • 

Im vierten Falle erhalten wir die Relationen (10): 

-^6«; Va'; ^u', ^l%y O = «16 --^sK» "^^f + ^W^hi^U ^^-^xi^U ^iY 

+ «i8-^6(«'l-«^8)-^08(Vl>«^8)* 

«19"'''6V*'l ; ^8 > ^11 ; ^18 > ^82 ) 
+ «80-^l(«'u«^2)-^08(«^l,t^2)-^84K»«'8). 

*84,6 ^84,6 

«17'^4 ••Ö'i4*.«84,6 = a6*-^84,4 +a84^--^4.5 +"^4* --^5,34, 

«l8-'^08*'^2S*-*84,6 ~ '^6'.-Ei8,84 + •ö'84* . £5» 08 + '9'os' • -E«4, 6 , 

CO8.88 . «84,6 — ^08,88 • «84,6 = -B6,84('^a8* + '^28*); 

^M* .«84,6—^4,14 . «84,ß "^ -^6|84('ö'4* -\' ^V^^ } 

C(ioi — ei9.Co7oi =* «leC^O* + ^01*) "~ «18 • '^08* • ^^88* > 

«0,8 — «i9-«0'8 = «löCV + ^8* ) Ht «17-'^4* '^\^ y 

ei, 18 — «19 . e(),'l8 =» «16 ('^O* ■" ^18*) + «17 • ^4* • ^14* «18 ' '^OS* • '^88* • 

Der fünfte und letzte Fall giebt die Ausdrueksform (11): 

^b(Pl', <7 1^1l'> hi O = «81-'^6(«^l; ^if + «28-'Ö'6(t;i, V2)-^l(«'l; ^iY 

+ «88-^6(«^l;V8)-'Ö'o8(Vl,V8y 

+ _ Q, /., ff ^. ff ff ff ^ f*\ 

«86-'«'^6i^l ;^8 >^11 7^18 7^88 )' 
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Die Relationen y die sich in diesem Falle ergeben ^ mögen nicht 
weiter aufgestellt werden^ da sie zu grofse Ähnlichkeit mit den 
ursprünglichen haben. 

Durch Differenzieren lälst sich die Zahl der Relationen ins Un- 
endliche Termehren. 

In ähnlicher Weise wie die Relationen zwischen je zwei der 40 
repräsentierenden Thetafunktionen lassen sich die Relationen zwischen 
je drei derselben ableiten. Es werden sich hierbei 10 Yon einander 
verschiedene Ausdrucksformen ergeben. Wir begnügen uns damit 
eine einzige herauszugreifen, um die Anwendbarkeit der Methode zu 
zeigen. 

Es ist: 
(12) ^sCv/, V, Ti/, r^/, r,;) = e^.^r,{v^"y <', r^", t,/', x^') 

^'^A^\ ;^2 ;^ii »^12 ^^22 ; 

+ ^'-Ö-iCvi, v;).^^{v^, ^t)'^u{^i, ^2)- 

Die transformierten Thetafunktionen für die Nullwerte der Ar- 
gumente bezeichnen wir durch Qa, Qa', öa'". Durch Substitution 
halber Perioden ergeben sich dann nach Nullsetzen der Argumente 
die Ausdrücke (13): 

+ Ö08 • ^03 (ö/' • 014"" 614" • ©4') 

+ e,".^,(0;".0.;-e./".e;) 
+ er.»*(e;.eu"-e.;.e;'), 
N =^ e," . e,:" - 6,:' . er . 

Daza kommen die Thetabeziehungeii (14): 

{%'• K — 634' • ^si) (ö/- öu "— 6u"- 64") 

+ (9,". », - e,,". «•,,) (e;". e,;- e,/". e;) 
+ (9,'". », - 93,'". 9,,) (9;. 9,;-- 9,;. 9;') = 0, 

Krause, TheUfunktionen. 16 
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(öo3 • '^os + 62s' • ^\ 



23 



+ (e«," 


••^03 


+ e^s" 


.#23 


+ (öflS '• ^o» 


+ ejis'" 


•-^23 


(e«' 


•*o 


+ eo»' 


•-^oi 


+ (60" 


•*o 


+ Qoi" 


•-^oi 


+ (60'" 


- -^0 


^01 


•-ö-oi 


= (6; 


• ^h 


-00,' 


•'^03 


+ (er 


■»5 


— ©os" 


•-^03 


+ (es"' 


•^6 


121 '" 


•^08 


(e; 


•«■0 


+ e; 


. •9*2 


+ (eo" 


.»„ 


+ e;' 


• ^2 


+ (60'" 


■»0 


+ e;" 


• 'Ö'j 


e5-*6(e4 


d '" Ck " 


q: 


(60'. 


*o 


- 0,g , 


-^12 


+ (eo" . 


*0 


— 6,2' . 


^12 


+ (eo"'. 


*0 


^18 • 


^12 


003 • *os (e* • 


eu" 


«14 • 


0;' 



(e;' . Qu"- eu" . e;") 
(er.e,; -e^'-Q^) 

(04 '• 0u' ~ 01«' • 0/') = ^. 

(e;' . e.;"- e,," . 0;") 

(er.0u -0u'".0;) 
(e; . 0,;- - e.; . 0;' ) 

(04"-0u"-0u".0r) 
(0; . 0.;- - 0,; . 0," ), 

(04".0ir-0u"-0;") 
(0/". 0,; - 0,;". 0; ) 

(6/ . 0,/' — 0^4' . 0/' ) 

+ e;'.#,(04'".0u'-e,;".0;) 

\P4 ' ^14 — t>,4 . Ö4 ; 

(0;".0,;-0,/".0;) 

(Ö4' • 9,4" — 0^4' • 64" ) 

+ ©os" • ■^03(94'- 614" ~ ©u- 94") 

+ 603' •'^03(94 '-Qu — 9l4''-94')- 



le einige elegante Relationen ge- 
sich die Zahl derselben bis ins 



So haben wir auch in diesem Fa 
funden. Durch Differentiation lafs 
unendliche vermehren. 

In ähnlicher Weise können nun Beziehungen zwischen je vier, 
fünf und sechs beliebigen repräsentierenden Thetaftinktionen her- 
gestellt worden. Es ergeben sich resp. 10, 5, 1 wesentlich von ein- 
ander verschiedene Äusdrucksformen. Da nun die Fourierschen Ent- 
wicklungen der repräsentierenden Thetafunktionen unmittelbar bekannt 
sind, so liefert der zweite Fall zu gleicher Zeit die Fouriersche Ent- 
wicklung der Ausdrücke: 

^5(«^n ^2)'; ^5(^0 ^2) • -9-1 (Vi, V2)'; -»"öCv,, V2) • ^02(«'l, ^'2)'; 

Allerdings nehmen die Koeffizienten eine etwas komplizierte 
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Form an. Es empfiehlt sich nnter solchen Umstanden ^ umgekehrt 
die ersten Glieder in der Fourierschen Entwicklung der eben ge- 
nannten Funktionen auf irgend eine Weise zu bestimmen und diese 
dann zur Berechnung der Koeffizienten anzuwenden. Im ersten Falle 
nehmen wenigstens zunächst die Resultate noch eine ziemlich kom- 
plizierte Form an, dagegen gestaltet sich die Berechnung im zweiten 
und dritten Falle höchst einfach. Wii^ nehmen den dritten Fall, 
indem wir zu gleicher Zeit auf die beiden folgenden Paragraphen 
verweisen. 

Es findet uach dem früheren jedenfalls eine . Gleichung von der 
Form statt: 

+ ^5.^5(^1, t^2,^^, ^^, ^^); 

wobei die Funktion auf der linken Seite eine beliebige repräsentierende 
Thetafunktion bedeutet, welche von den Funktionen rechts verschie- 
den ist. 

Führen wir nun für die Thetafunktionen ihre Foarierschen Ent- 
wicklungen eiU; setzen insbesondere: 

'^5(^1'; ^2 7 '^ixi ^12'; ^22) = ^0 "f" ^1 • ^^^ 23rt7i + Og . cos 2nv^ 

-|- «3 . cos 2ä(Vi — Vg) 

+ a^ . cos 2jc(y^ + ^2) + * ' ' ; 

so ergeben sich für die gesuchten Grofsen e die folgenden Glei- 
chungen (15): 

1 

2p^{e^ + a . ^2 + ^3 + ^4 + « • «5) = «1 , 
1 

2r3 (^1 + e^+ ^3 + « • ^4 + « • ^e) = «2 > 
t __ 2 1 
2;)'^ .q 3 . r^ (c^ ^ £ . c, + b . r.j + B,e^+ g^) = «3 , 
1 2 £ 
2p^ . q^ . r ^ (c, + ^ • ^1 + ^"^ . ^3 + £ . ^4 + f . ^5) = a^ , 

16* 
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Hierbei ist wie früher gesetzt: 

ferner 

Diese fünf Gleichungen lehren die gesuchten Eoefficienteu unmittelbar 
kennen. * 

Wählen wir z. B. als Repräsentanten auf der linken Seite: 

^öC^^n ^^29 3^11? ^"^is? ^"^m); 
so nehmen die Gleichungen die Form an (16): 

«1 + «2 + «8 + ^4 + ^5 = 1; 

«1+ ^+ ^ + «-^4+^.^ = 0, 

«1 + ^ • ^2 + « • % + f • ^4 + ^6 = 0, 

Hieraus ergeben sich die Werte: 

2(1 + s) 1 +j2 

^A ~" (f— e) . (2 + «») ' ^ ~" (1 — e)(2 + €«) ~ ^*' 
g« 1 



» (1 — a) (2 + O ' ^ (1 — e) (2 + e*) 

Eine elegantere Darstellung dieser Relationen wird im folgenden 
gegeben werden. 



§ 53.») 

Die Fourierschen Entwicklungen der Potenzen und Produkte der 

Tketafanktlonen. 

Bei der Verallgemeinerung des Transformationsproblems sind 
wir von selbst zu dem Problem gekommen^ die Potenzen und gewisse 
Produkt« der Thetafunktionen durch die repräsentierenden Thetafunk- 
tionen auszudrücken. Da die Fourierschen Entwicklungen der letz- 
teren als bekannt Yorauszusetzen sind^ so können wir das Problem 
auch so formulieren: „es sollen die Potenzen und gewisse Produkte 



*) Cf. Krause: Mathematische Annalen Band 26 n. 27. Wiltheifs: Grelle 
Journal Band 96. 
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der Thetafunktionen in Fouriersche Reihen entwickelt werden'^. Eine 
Durchführung der bisher gegebenen Methoden ist mit zwei Übel- 
ständen yerknüpft Erstens ergeben sich für die Eoefficienten äuiserst 
komplizierte und schwerfallige Ausdrücke, zweitens erhalten wir nur 
die Fourierschen Entwicklungen eines Teiles der möglichen Theta- 
Produkte. Es beruht der letztere Umstand auf einer Einschränkung, 
die wir von vorne herein bei der Aufstellung des Transformations- 
problemes getroffen haben. Das Transformationsproblem wurde ur- 
sprünglich für die hyperelliptischen Funktionen gestellt. Hier konnten 
wir, ohne der Allgemeinheit des Problems Abbruch zu thun, an- 
nehmen, dafs den Nullwerten der ursprünglichen Argumente die 
Nullwerte der transformierten Argumente entsprechen. Wesentlich 
anders gestaltet sich aber bei den Thetafunktionen die Sache. Hier 
sind die beiden Fälle thatsächlich von einander zu unterscheiden. 

Um den Fall zu erledigen, dafs den Nullwerten der ursprüng- 
lichen Funktionen yon Null verschiedene Werte der transformierten 
entsprechen, müssen thatsächlich neue Funktionen in die Transfor- 
mationstheorie eingeführt werden. Wir wollen dazu eine Zerlegung 
der repräsentierenden Thetafunktionen in andere Funktionen vor- 
nehmen. Wir setzen dazu (1): 

= ^ffi fft • ^bi^^^i — 9i "^n — 92 ^lif ^^2 — 9i ^ijj — 92 ^2»y W^ii y ^^la? Wt^g) 
-f €^g^^g^.d-^{nvi+g^ tTii-f^giTia, nv^+g^ rj^+^s t^, nt^^, nr,„ nr^). 

Nun ist: 

-|-flO -f-QD 

Ä (« fy\ sssz ^mi ^"h e^^Om* ' ^i +2»»i • m» • t,j 4-Wi,» . ta) -j- 2ni(tni • »i +»% • rj ^ 



OD —OD 



Setzen wir hierin an Stelle von m^ und m, resp. tt/t^-f-^^, 
^ih + 5^27 so folgt: 



n — 1 n — 1 





wK + 9i • '«^12 + 92 • '^22)7 ^\i 7 w^^i,, n*r,2) . 
Setzen wir links und rechts au Stelle der Gröfsen t^^, t^^, x^ 
resp. ^" + ^^' , """t^^* ; ^''\^^' ; dann folgt leicht (2): 
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^öi^i; V,, - - - , , - V / 

n—l 

= -^öCnVi, nv^, iiTii, MT,2, nr^a) + ^^ e « . 9?(flr,, 0) 

1 

n — \ 



^1 lf^'*??ü» 

+ 2lj'e » .9(0,^2) 



1 

^ ^ 27r» 






1 1 

n—l n—l 

^ 2 2«! 






1 



Jedenfalls also ist klar, dafs mit Hülfe n^' Eiiiheitswurzeln die 
repräsentierenden Thetafuuktionen auf der linken Seite linear darch 
die Gröfsen 9>(^];^2) ausgedrückt werden können. Das analoge gilt 
für alle andern repräsentierenden Thetafunktionen. Es ergiebt sich (3): 

"^5(^1 — 2Aa . Vg, nvg, -^ —*'. ^^ ^ *---»« .^-^ x^^ — 2A3 . t^j, nr^jj 



n—l 



2 — 27rf 



17' -i, 



= d'^invi, nv^, nrii, wr^g, nr^^) + 2j ^ "^ ' ^^^> "" ^^2 • ^); 

1 

-^öV'^u ^2; wtii, r^g, ^" ~ ^ ^ ) = -O-öCnVi, nvg, mrn, nTj^, niTga) 



n — l 



2 2;ri 



4->?e ^ ''■'•. 9,(0, <7). 



1 

/ 



Analoge Formeln würden sich für die übrigen Thetafunktionen ergeben. 

Aus diesen Formen ist es dann leicht, wenn n eine Primzahl 
ist, die Grofsen q){gij g^) umgekehrt durch die repräsentierenden 
Thetafunktionen auszudrücken, so dafs wir berechtigt sind diese neuen 
Gröfsen q)(gi, g^ als fundamentale in die Transformationstheorie 
einzuführen. Diese neuen Gröfsen ihrerseits setzen sich aber aus 
den Funktionen zusammen: 
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Diese letzteren entstehen aus den Thetafunktionen^ deren Charak- 
teristiken sich aus gebrochenen Zahlen zusammensetzen, indem an 
Stelle von v^, v^, tu, t^^y '^a in denselben gesetzt wird: nv^y nv^y 
WTii, nti^, nt22y indem femer Ä^ = Äg = angenommen wird. Wir 
können dieselben demnach bezeichnen durch: 

"^«[o Oj *^**^i' **^2» '*^i»' ^^127 wrgj) 
oder auch nach Paragraph 50 durch 

nebst seinen Abkürzungen. 

Wie man sich nun leicht überzeugt, treten diese Grofsen an 
Stelle der repräsentierenden Thetafunktionen, wenn man die Bedingung 
fallen läfst, dafs den Nullwerten der ursprünglichen Funktionen auch 
die Nullwerte der transformierten entsprechen sollen. Es liegt hierin 
ein entschiedener Vorzug der neuen Grofsen vor den alten. Andrer- 
seits kann aber nicht geleugnet werden, dafs ihre Eigenschaften nicht 
so einfache und elegante sind, wie die Eigenschafben der repräsen- 
tierenden Funktionen, die wir gebraucht haben. Aus diesem Grunde 
und weil für uns der Ausgangspunkt die Transformation 
der hyperelliptischen Funktionen war, ist von ihnen als 
fundamen*talen bisher abgesehen worden. 

Die Fourierschen Entwicklungen dieser Grofsen können füglich 
als bekannt angenommen werden. Es wären also auch die Fourier- 
schen Entwicklungen der Potenzen und Produkte der Thetafunktionen 
bekannt, wenn es gelänge, diese Grofsen als lineare Funktionen der 
Grofsen: 

^a[gi9i](nv^y wvg, ntii, nt^^, nt^^) 
darzustellen. 

Dieses Problem soll jetzt gelöst werden und zwar auf eine zwei- 
fache Weise. 

Die erste Methode beruht wesentlich auf der Theorie der Theta- 
funktionen, deren Charakteristiken sich aus gebrochenen Zahlen zu- 
sammensetzen. Aus derselben folgt die Richtigkeit der Formel (4): 

n — 1 n—l 

2 2- «*■ • '^^ • *5 \Y\ w 

= <^9.h'^5[—ffi —g^li^^u wt;«, wi:„, wr,2, wrj, 
wenn gesetzt ist: 
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Die Konstante Cg^^^ bestimmen wir, indem wir an Stelle von Vj 
und V2 uns gesetzt denken resp.: 



Vi+ ^^ • " -r ^.:.lii.^ t;^4. 



Dann wird (5): 



»1—1 n—l 



wenn 

06 = ^5(0; 0, MTii, nri,, nrjsj) 
gesetzt wird. 

Demgemäfs erhalten wir die Entwicklung (6): 

n — 1 n — 1 «--1 n — 1 

n^ 0, . ^5(1;,, v,y = ^. 2« ^x ^. £,,,. . #5 [|i jj cor 

•'^öC^^i— i/i-^ii — fi^2-^i2i wvg— 5^1.^12— flTg.irgg, wtu, ntia; wr»), 
die auch in die Form gebracht werden kann (7): 



«— 1 n — 1 



= 2'2'^5[J^ ?J W.^5(«^u ^2^2, wr^i, nr,2^nt22) 



n — 1 
»— 1 n—l 2 



+32'2"»^\k\ X\m'-9(9uO) 





n — l n — l 2 



+ 3 2' 2 *» [a. ä cor . 9(0, 9.) 





n — l n—l 
n — l n—l % 2 



+ 



1 1 L- l »-J 



n—l n—l 
n—l n—l 2 2 



+ 2 2 3 2 *» [f; ?;] cor ■ <p(9., - «/,)• 







Damit ist das Problem der Entwicklung der n^^ Potenz der funda- 
mentalen Thetafunktion in eine Fouriersche Reihe gelost. Das analoge 
kann mit leichter Mühe für die übrigen Thetafunktionen und für die 
Produkte zu je n durchgeführt werden. 
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Die zweite Methode geht Yon den Additionstheoremen aus, die 
in § 50 entwickelt worden sind. 

Wir nehmen zunächst das erste , welches daselbst entwickelt 
worden ist und nehmen zu den früheren Bedingungen die hinzu, 
dafs die ganzen Zahlen a««, den weiteren Gleichungen Genüge leisten 
sollen: 

«11 + »12 H hai»» = w, 

«•1+ ö«2+ h ötfi»= 0, £> 1. 

Dann ist klar^ dafs falls diese Bestimmung möglich ist, sich 
für den speziellen Fall: 

die Formel ergiebt: 

(8) »,iv, tf =2' *5[i^"] «««, nr} . »,[9^')] ((0, n,r}...»d9^''%0, n^r}, 

wobei die Summe in der vorhin angegebenen Weise zu nehmen ist. 
Damit ist aber das Problem gelöst. Zu gleicher Zeit folgt das ana- 
loge für sämtliche n^ Potenzen von Thetafunktionen, ferner für alle 

Produkte zu je n, da diese Gröfsen aus dem Produkte / / ^öft?^*^, rj 

durch Substitution halber Perioden abzuleiten sind, wenn nach statt- 
gefundener Substitution: 

gesetzt wird. Allerdings findet bei dieser Lösung der Übelstand 
statt, dafs in den Koefficienten Gröfsen vorkommen, die zu den 
mannigfachsten Transformationsgraden gehören. Wir werden es als 
schliefsliches Ziel hinstellen müssen, diese Unebenheit fortzuschaffen 
d. h. nur solche Gröfsen in den Koefficienten zuzulassen, die zu dem- 
selben Transformationsgrad gehören. Aufser ihnen können selbst- 
verständlich nocb die ^ ursprünglichen Thetafunktionen vorkommen. 
Es würde die Auflösung des zuletzt fixierten Problems zu gleicher 
Zeit eine Fülle von Beziehungen liefern, die zwischen den Wurzeln 
der Transformationsgleichungen bestehen und zwar für den allge- 
meinen Transformationsgrad. Diese Beziehungen könnten dann ihrer- 
seits dazu gebraucht werden, die allgemeinen Transformationsglei- 
chungen in independenter Form darzustellen. 

Die Lösung, die wir soeben charakterisiert haben, soll nun im 
allgemeinen Fall nicht gegeben werden, vielmehr beschränken wir 
uns im wesentlichen auf die Lösung des ursprünglichen Problems. 
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Nur in den einfachsten Fällen soll gezeigt werden, wie die Mannig- 
faltigkeit der Moduln thatsächlich gehoben werden kann. 

Ehe wir nun den allgemeinen Fall behandeln, nehmen wir einige 
specielle. 

I. » = 2 . 

In diesem Falle können wir setzen: 

«11 = 1; «12 = 1 » 

Wir erhalten demgemäfs das Additionstheorem (9): 

+ *6[10]P^ + »<*', 2t| . ^5[10]|[t)(» — »(«), 24 
+ »,m]ii^» + v^*\ 2r)) . ^5[01J^»<" - «<*'. 2t]j 
+ ^6[ll]^t;(») + «<*), 24 . ^ flljft/») — »<«), 24. 

Setzen wir v^*) = »<*>, so erhalten wir die Formel (10): 

»,iv, 4* = ^42«, 24 . «-40, 24 + ^42», 24 . ^40, 24 

+ #oiC2t;, 24.«-o40, 24 + *s„([2t;, 24. ^^fO, 24. 
Ganz analog erhalten wir die Formeln (11): 

^84^, 4' = ^6((2t^, 24 . ^5([0, 2t)) - ^,((2t;, 2t)) . ^,([0, 2r)) 
+ ^,,pt;, 24 . ^01 ((0, 2r)) - ^,3((2t;, 2r)) . ^,3C0, 2t]|, 

^i2«t;, rf = ^5((2t;, 2r)) . ^^0, 2r]) + ^,([2t;, 2r]) . ^,(0, 2^ 

- »oti2v, 2r| . ^,,{0, 2t| - ^33^1;, 2t)) . ^,,«0, 2tJ, 

^4t;, t))« = ^42t;, 2t]) . ^,([0, 2t]) - ^^2i;, 2t) . ^^0, 2t} 

- ^oiPv, 2t]) . a-,40, 2t)) + ^,3|[2t;, 2t]) . Ö-^CO, 2t) . 

Ganz analog könnten die samtlichen Quadrate und ferner die 
sämtUchen Produkte zu je zwei der ursprünglichen Thetafunktionen 
gebildet werden. Es ergeben sich dann Resultate, die aus den frühe- 
ren Untersuchungen unmittelbar aufgenommei^ werdet können. Jeden- 
falls ist klar, dafs wir, indem wir das spezielle Problem der Fourier- 
sehen Entwickelnngen gelöst haben, zugleich die allgemeine Trans- 
formation zweiter Ordnung völlig zu Ende geführt haben, so zwar, 
dafs in den fertigen Formeln aufser den ursprünglichen Thetafunktionen 
nur noch Gröfsen vorkommen, die zu der Transformation zweiten 
Grades gehören. Die Ausdrücke, die sich hierbei ergeben haben und 
femer die Werte, die sich hieraus für die transformierten Funktionen 
herstellen lassen, sind so einfacher Natur, dals wir bei einer allge- 
meinen Transformation n*^ Grades alle diejenigen Gröfsen, die zur 
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Transformation 2*®° resp. 2w*®° Grades gehören, unmittelbar durch 
die ursprünglichen resp. diejenigen Gröfsen ersetzen können, die zu 
der Transformation w*®" Grades gehören. 

Jedenfalls werden wir sagen können, dafs das Problem der 
Fourierscben Entwickelung in seiner engeren Fassung oder auch das 
allgemeine Transformationsproblem gelöst ist, wenn aufser den Moduln 
^«•i, nt„^ noch die Moduln 2t„^, 2«r„^ in den fertigen Formeln ent- 
halten sein sollten. 

IL n = 3. 

In diesem Falle haben wir zu setzen: 

«11 = 1» «12= 1; öt,8= 1, ni = 3, 
«21=0, a^a = 1, »23 = — 1> Wj = 2, 
Oji = 2, ttja = — 1 , «83 = — 1 , Wg = 6 . 

Mithin erhalten wir das Additionstheorem (12): 

= 2;ö'6|>(»)]ft)<i) + 1/«) + 1/»>, 3 t)) 

wobei die Summation über alle Werte (^j'^^ etc. zu nehmen ist, fOr 
welche die Kongruenzen bestehen: 

5'/'^ + ^1^" = mod 3, ^j") + flfj«») ;:z mod 3 , 
g,m + (?i(») = mod 2, <?,<« + </,W — mod 2 . 

Setzen wir nun analog wie im allgemeinen Falle: 

Vi9i, 9») = »!,[gi92}i^v, 3t| + •»jCiTif/siJC— 3t;, 3t|, 

so erhalten wir fttr die spezielle Annahme 

die folgende Fouriersche Entwickelung der dritten Potenz von 
»,(vi,v») (12): 

= 9>(0, 0)[«-5((0, 2t)).*5C0, 6t| + «-5[10]C0, 2r|.^5[30]((0, 6r|] 
+ 9,(1, 0)[fl-40, 2t]).*5[40]«0, 6rH- *5[10]C0, 2r)).*5[10]C0, 6r|] 
+ 9(0, 1)[«-5C0, 2t]).#5[04]C0, 6r]) + »5[01JC0, 2r)).*5[01] (0, 6rj] 
+ 9>(1, 1)[»40, 2r|.»,[44J((0, 6t} + »,[n]i0, 2r|.0,[ll] fO, 6r])] 

+ 9>(2, 1)[*5[01JC0, 2r|.ö-5[21]C0, 6tJ 

+ *5[10]C0, 2r).*a54]C0, 6t)]. 
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Diese Entwickeliing kann auch geschrieben werden (13): 

= 9.(0, 0) [4^5 10, 2t|.*j{0, 6rJ+«-„,«:0, 2xl»,^i0, 6r])] 

+ 9(1, 0)[*5C0, 2t|.fra40J«0, 6t)H-^oiC0, 2rJ.d„,[40JC0, 6t])] 

+ 9(0, 1)KC0, 24.Ö-5 [04]C0, ÖTj+^aO, 2r|A [04]C0, 6rj] 

+ g,(l, l)[ö-5C0, 2r:|.*5 [44]C0, 6r])+*M«0, 2t|.^„[44]C0, 6r]|] 

+ 9(2, l)[*oifO, 2rJ.*o,[42]CO, 6rH*i ([0, 2rJ.fl-a42]^0, 6r|] . 

Durch Substitution halber Perioden können aus dem Additions- 
theorem die Fourierschen Entwickelungen eines jeden Produktes 
0'a((t?, r| . ^ß^Vy r| . d-y^v, tJ in ähnlicher Weise dargestellt werden. 
Damit ist das Problem der Fourierschen Entwickelung für den Fall 
n = 3 völlig gelöst^ mit ihm aber auch das Problem der Trans- 
formation 3**^ Grades und zwar beide Probleme in dem vorhin an- 
gegebenen engeren Sinne, da die Thetafunktionen mit den Moduln 
2r»,, und 6r«e^ sich unmittelbar durch die Thetafunktionen mit den 
Moduln r««^ und 3r««^ ausdrücken lassen. Setzen wir die Argumente 
gleich NuU^ so erhalten wir eine Fülle einfacher und eleganter Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der Modular- und Multiplikator- 
gleichungen , die zu der Transformation 3^ Grades gehören. Von 
ihrer Aufstellung möge abgesehen werden. 

III. n = 4. 
In diesem Falle ist zu setzen: 

ttii = 1, a^j} = 1, ai3 = 1, ai4 = 1, n^ = 4, 

«21=1; «2f= 1; «28= — 1> «24 = — 1; »*2=4, 

«31=0, ^82= 0, «83= 1, a34=— 1, Wj = 2, 

«41 = 1, «42 = — 1, «43 = 0, «44 = 0, «4 = 2. 

Wir erhalten demgemäfs das Additionstheorem: 

4 4 

(14) 'Pl^M'^ 4 = 2'17*»[^''H«^•^ «. • »I • 



1 
Hierbei ist (15): 










1 










«;/') = 


t;<<») 
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v/») 
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«/») 
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»1 
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»/») 
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gP rs s/i) + s,(«) + S.-W + s«W mod 4, 

gP —. SiW + s,.(») - s,(») - s,W mod 4 , 

(/.•(») = «.•(») — «.(*) mod 2, 

^,W = s,W - «,(«> mod 2. ,_i,,. 

Die Gröfsen s sind willkürliche ganze Zahlen. Die Summation 
ist über alle soeben definierten Gröfsen g zu erstrecken. Jedenfalls 
ist klar, dafs hiermit auch für den Fall n = 4 das Problem der 
Fourierschen Entwickelung in dem enger begrenzten Sinne gelöst 
ist, da anfser den Moduln r««^ und 4r«,, nur noch die Moduln 2xg,^ 
in den fertigen Formeln vorkommen. 

Für die beiden folgenden Fälle beschränken wir uns darauf, die 
Werte der Zahlen o».« und n« anzugeben. 

IV. n = 5. 

«11 = 1> «12= 1> öt,8= 1, ai4= 1, aiß= 1, Wi= 5, 
«21 = 4, ajjg = — 1, 05,3 = — !, as,4=— 1, 0555 = — !, n2 = 20, 

«81=0, 082= 1> «33= 1> «34=— 1? «S6 = — 1; «8= 4, 

«41=0, «42= 0, «43= 0, «44= 1, «^^ = — 1 , ^4= 2, 

«61 = 0, 052= 1, «58= — 1, «54= 0, «56= 0, W5= 2. 

V. n = 6. 

«11=1» «12= 1> «13= 1; «14= 1? «15= 1> «16= 1» 

021=1, «22*^^ !■> «23^^^ I? «^4^^^ I> «26"^^ ^> «26°^^ — Ij 

«81=0, «82= 0, «33= 0, «84= 2, «35= — 1, 036= — 1, 

«41 = 0, «42= 0, «48= 0, «44= 0, «45= 1, a4ß = — 1, 

«51 = 2, «52 = — 1, «53 = — 1, «54= 0, «55= 0, «55= 0, 

«61=0, «<j2= 1, «ß3 = — 1, «64= 0, «65= 0, «gg = 0, 

Wi = 6, W2 = 6, n3 = 6, W4 = 2, W5 = 6, w^ = 2 . 

Jedenfalls ist auch in diesen Fällen die Fouriersche Entwick- 
lung thatsächlich gefunden und zwar für den Fall n = 6 in dem 
enger begrenzten Sinne. Wir können hiemach sagen, dafs die Trans- 
formationen 2, 3, 4, 6*®° Grades völlig zu Ende geführt sind. Von 
der Transformation fünften Grades kann dasselbe nicht behauptet 
werden, da in den Formeln die Moduln 4rc«^ und 20r«c, enthalten sind. 

In diesen speziellen Formeln tritt aber das Gesetz, mit dessen 
Hülfe im allgemeinen Falle die Konstantenbestimmung gegeben werden 
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kann^ klar hervor. In der That, nehmen wir an^ dafs n eine un- 
gerade Zahl sei; so setzen wir: 

^11 = «12 = • • • ö^ll» = ^7 

a^i =n — 1, Ojjg = Ojjj • • • = «2« a= — 1, 
«31 = a4, = ö« 1 = . 

Man überzeugt sich leicht^ dals die Bedingungsgleichungen, mit 
deren Hülfe die übrigen Gröfsen zu bestimmen sind, dieselben sind 
wie für den Fall n — 1 , so dafs die Bestimmung damit auf den Fall 
einer geraden Zahl zurückgeführt ist, welche kleiner ist, als die ur- 
sprünglich vorgelegte. 

Ist dagegen n eine gerade Zahl gleich 2i/, so setzen wir: 

«11 = «12 = • • • ai« = 1, 

«21 *= «52 * " • "^ «2» = Ij «2» -1-1 == «iy-l-2 = • • • ttg« «= — 1. 

Überdies nehmen wir an, dafs in den folgenden v — 1 Horizontal- 
reihen die V ersten Glieder der Null gleich sind, während die v andern 
mit Hülfe der Bedingungsgleichungen bestimmt sind, die für den 
Fall V bestehen; dafs endlich in den letzten v — 1 Horizontalreihen 
die V letzten Glieder der Null gleich sind, während die übrigen zu 
dem Falle n = 1/ gehörig angesehen werden können. Damit ist aber 
das Problem gelöst und die Fourierscheu Entwickelungen sind für 
ein beliebig vorgelegtes n thatsächlich in der verlangten Form auf- 
zustellen. 

Auch das letzte in § 50 aufgestellte Additionstheorem führt zur 
Lösung des Problems der Fourierschen Entwickelung, wenn wir die 
Zahlen a««. den Bedingungen unterwerfen: 

«II + «12 + • «In = 2n, 

«*i + «1.2 + ••««« = 0, £ > 1 . 

Dafs diese Bestimmung immer möglich ist, folgt leicht imd braucht 
nicht näher auseinandergesetzt zu werden. Der Vorzug dieser zweiten 
Art der Darstellung besteht darin, dafs in einer Reihe von Fällen 
z. B. n = 5 die Mannigfaltigkeit der Moduln eine geringere ist, als 
bei der ersten Art der Darstellung. 
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§54.*) 
Die linearen Relationen zwischen den transfonnierten Thetafanktionen. 

Wie in § 51 nachgewiesen worden ist; bestehen zwischen den 
transformierten Thetafunktionen eine Reihe linearer Beziehungen. 
Dieselben sollen jetzt in Kürze entwickelt werden. Zunächst führt 
die Methode ; welche in § 46 entwickelt worden ist, zu der Auf- 
stellung solcher Relationen. 

In der That, die Funktion: 

(1) f{v^, Vg) = -^ßCwri, nv^; nr,i, nr^a, nt^g) 

leistet den Gleichungen Genüge (2): 

K^i + ~j^^= f(^i7 ^2)7 f(Vu V« + 1) = f(Vi, Va) , 

f(^i + 1^12, t'« + ^22) = e-« "'(^'«H-*«) . f(v,, V,) . 
Denselben Gleichungen leisten die Funktionen Genüge: 

/ ^22 ""^^X 

Daraus folgt (3): 

^si^v^f w«^2? wr^i, «ri2, WT22) 



Die Eonstanten sind u. a. durch Einsetzen der Fourierschen Ent- 
Wickelungen unmittelbar bestimmt. Es ergiebt sich (4): 

n'&^(nviy wVj5, nri,, nr,2, nt^) 
«-1 

Genau so erhalten wir die Gleichung (5): 

n.^rXnVi, nv^, nT^, n^jg, nt^^) 



n— 1 




und hieraus (6): 



*) Cf. Wiltheifs: Grelle 96. Krause: Mathematische Annalen 25. 
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n.^^(nvi, Vg, nr„, r^,, ^-j 



i 



U 

Durch eine einfache Modifikation des Verfahrens ^ indem nach 
Thetafunktionen n^ Ordnung gesucht wird, die etwas andern Be- 
dingungsgleichungen Genüge leisten, folgen die Relationen (7): 

n.^^{nvi, wvg, ntn, m^^y nr^j) 




n ' 



«"6 («^1 — 2^1-^2; ^^27 
u 

^12 2^1 • Tjj, WTggJ Äi=0, 1, . . . «—1 y 
n . -^ß \Vi — 2^2. ^2, «^2, -^^^ "'^'^i ~' " > ^12 "" 2^2 • **^2a> **^22/ 

^j b\ l> t7 ^ } ^ f „ / a^asl, 2, . . . «— l' 

u 

wenn die Kongruenz stattfindet: 

(8) 2X^.X^' = lmodn. 

Der ganze Formenreichtum von Beziehungen , die zwischen w + 1 
transformierten Thetafunktionen bestehen, ist hiermit nicht erschöpft, 
es können entweder auf direktem Wege oder auch durch lineare 
Transformation weitere Formeln analoger Art abgeleitet werden — 
indessen bringen dieselben inhaltlich nichts Neues. 

Au&er den soeben charakterisierten Relationen bestehen aber 
noch andere zwischen je n transformierten Thetafunktionen. Man 
überzeugt sich hiervon u. a. unmittelbar durch die Darstellung der 
transformierten Thetafunktionen durch die Grofsen ^>{gi,g^j die im 
vorigen Paragraphen gegeben worden ist. 

Versteht man dann unter g einen Nichtrest nach dem Modul % 
und setzt: 

(9) ß « =a, 
so finden die Beziehungen (10) statt: 

Si^is./^*. ., ^ii-2Z Ti,-21 T„-2A ^ 
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n— 1 




a^.-Ö-j^wt?!, Vg; wr,i, ri8, ^"^^^ j = 0. 



§ 55.*) 

Die Division der hyperelliptiscilen Funktionen. 

Das Problem der Division der hyperelliptischen Funktionen möge 
zunächst folgendermafsen formuliert werden. 
Es sollen die Funktionen 

durch die ursprünglichen ausgedrückt werden, wenn gesetzt ist: 

J, = w . Jfii + m\ ir,2 + mj . JTu' + m^ . ifig', 

J2 = m . -£"21 + m'. Zjg + ^1 • ^21 + ^*« • -^22' 7 

und m, m', m^y m^ beliebige ganze Zahlen bedeuten. Die bei der 
Losung zu gebrauchenden Konstanten lassen wir einstweilen unbe- 
stimmt, n sei eine ungerade Primzahl. 

Es empfiehlt sich nun, bei der Lösung dieses Problems der ein- 
facheren Bezeichnungsweise wegen die hyperelliptischen Funktionen 
als Funktionen der Gröfsen Vj, Vg, tu, r^^f ^^2 anzusehen. Wir 
wollen setzen: 

(2) alaiu^y Mg) = A«(t;,, v^, t^^, r,2, Tgg), 

oder auch wo kein Zweifel über die Werte der Gröfsen r^, tjg, rgg 
herrscht: 

ala(u^, Mg) = Xa(Vi, V^) . 

Es handelt sich dann um die Bestimmung der Gröfsen: 

" V n ' n / ' 

wenn gesetzt ist: 

(3) »1 — W + Wj . Tu + W2 . ri2, »2 = *^' + »»1 • ^12 + »»2 . 1^22 . 

Aus dem Additionstheorem folgt, dafs alle die genannten Aus- 

*) Cf. Hermite: Grelle 32. Krause: Zur fünften Säkularfeier der üni- 
versität Heidelberg. Rostock 1886. 

Krame, Thetafunktionen. 17 
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drücke rationale Funktionen der Gröfsen Xai — , —) sind, deren 
Koefficienten sich rational aus den Eonstanten 

zusammensetzen lassen. Hierbei kann a den Index einer beliebigen 
Thetafunktion bedeuten. Femer folgt aber aus dem Multiplikations- 
theorem, dafs alle 15 Grofsen ^a\~-y -^) sich rational durch drei 

unter ihnen, etwa ^(^ , ^) > ^i{^ > ^) , ^2 ( v ' ^) ausdrücken 

lassen, so zwar, dafs die Koefßcienten rationale Fanktionen von 
x^, }?, ft* und den ursprünglichen Funktionen ^„(vj, Vg) sind. 

Mit andern Worten, das Problem der Division der hyperelliptischen 
Funktionen, wie wir es gestellt haben, kommt lediglich auf die Be- 
stimmung der drei Gröfsen: AJ— , *) heraus, wenn b die Werte 

annehmen kann 34, Ol, 2. Aus den Multiplikationsgleichungen folgt 
aber unmittelbar, dafs diese Gröfsen Wurzeln eines Gleichungs- 
systems sind, dessen Koefficienten sich rational aus den Gröfsen 
/«(^i; ^2) ^^^ ^} ^^9 f^^ zusammensetzen lassen, dessen sämtliche 
Wurzelsysteme ferner die Form haben: 

wobei die Zahlen m, die in den Ausdrücken i^ und ig vorkommen, 
der Reihe nach die Werte annehmen können: 0, 1, ... n — 1. 

Die soeben definierten Gleichungen sind mit Hülfe von Wurzel- 
zeichen lösbar. 

In der That, bilden wir die Summen: 

n — 1 n — 1 n — 1 n — 1 

, 2 (^i+^h Vl+lh\^m ^' ^, cm. 

H ^»\ -~ y ) tr-gr 'f^'-Sr*f ««84.01,2, 






m ^m ^»j, ^m, 





wobei |), q, r, s n^ Einheitswurzeln bedeuten, so folgt, dafs dieser 
Ausdruck sich als rationale Funktion der Gröfsen 

darstellen läfst; es folgt femer, dafs die n*® Potenz desselben un- 
geändert bleibt, wenn gesetzt wird an Stelle von: 

n ^ n ^' n ' n ^ 
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mit andern Worten, es folgt; dafs die n^ Potenz eine rationale 
Funktion der Koefficienten der Divisionsgleichungen ist. Lassen wir 
nun p, 2, ^, 5 der Reihe nach die verschiedenen Wurzeln der Kreis- 
teilungsgleichung n^ Ordnung bedeuten^ so folgt der 

Iiehrsats. 
Unter Adjunktion der Eonstanten 

lassen sich die Grofsen: 

mit Hülfe n**' Wurzeln aus den ursprünglichen Funktionen 
A, (Vj, Vg) darstellen. 

Unter Zuhülfenahme der Transformationstheorie läfst sich das 
Divisionsproblem wesentlich reduzieren. 

In der That, es folgt aus den Betrachtungen ^ die früher ent- 
wickelt worden sind^ dafs die Gröfsen 

(4) y. = A.(^^"'-.^ +-!_-_:) 

Wurzeln je einer Gleichung vom Grade n* sind, deren Koefficienten 
sich rational aus den Gröfsen 

k,(viy 172, nr^, nti^y nt^), x*, A% ft*, c% P, w? 

zusammensetzen lassen. Hierbei bedeuten c^, Vy w? die transformierten 
Moduln. Auch diese Gleichungen sind mit Hülfe n**' Wurzeln lösbar. 
In der That, bilden wir die Ausdrücke: 



n — 1 n — l 








wo p und q, wieder n*® Einheitswurzeln bedeuten, so folgt analog, 
wie früher, dafs dieselben sich rational aus den drei Funktionen 

^A^j-^) zusammensetzen, so zwar, dafs die KoefQcienten rationale 
Funktionen von 

« 

U (vi, Vjj), x% A% ft« und k{^ , ~^ 

sind; es folgt femer, dafs die n*®° Potenzen dieser Ausdrücke ratio- 
nale Funktionen der Koefficienten in den vorhin genannten Glei- 
chungen sind. Mit andern Worten, es folgt der: 

17* 
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Lehrsatz. 

Die Gröfsen y, sind Wurzeln je einer Gleichung vom 
Grade v?^ deren Eoefficienten sich rational aus den Grofsen: 

zusammensetzen lassen. Unter Adjunktion der soeben ge- 
nannten Grofsen und der Ausdrücke: 

sind sie mit Hülfe n^' Wurzeln durch die ursprünglichen 
hyperelliptischen Funktionen darstellbar. 

Analoge Sätze gelten fQr alle Repräsentanten. So z. B. folgt: 

Die Ausdrücke 

'^'\ n ' " n / 

sind Wurzeln je einer Gleichung vom Grade n^^ deren Eoefficienten 
sich rational aus den Grofsen: 

ausdrücken lassen, wobei c/, Z^*, Wj* die den Gröfsen x^, A*, ^^ ent- 
sprechenden transformierten Gröfsen bedeuten. Unter Adjunktion 
der soeben genannten Gröfsen und der Eonstanten: 

2 (}^^l 3 » + ? *^a ' ^1« 2mi .Ttg-f2ma.rg, \ 

sind sie mit Hülfe n^^ Wurzeln aus den ursprünglichen hyper- 
elliptischen Funktionen darstellbar. 

Hieraus aber folgt eine Reduktion des ursprünglichen Divisions- 
problems auf das Problem, zwei algebraisch lösbare Gleichungs- 
systeme einfacherer Natur zu lösen. 

In der That, aus dem ersten der beiden letzten Gleichungs- 
systeme lassen sich die Gröfsen: 

2{h.^t X x\ 

algebraisch durch die Gröfsen 

A,(t?i, Vg, nTji, nrjjj; »^22)^ '^«(^i; «^2); «% ^S f*% ^> ^> W^» 

. /2m 2m' \ 
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darstellen. Aus dem zweiten Gleichungssysteme aber folgt , dafs die 
Funktionen: 

A«(i;i, t?8, nrii, nr^^, ntg^) 

sich algebraisch durch die Grofsen: 

A,(vi, v^, Tu, Tij, rgg), ^«(nvi, wvjj, nr^, nr^j, wr^j), 

x% A% f**, c*, P, w* 

darstellen lassen. Nun lassen sich aber vermöge der Transformations- 
gleichungen die Funktionen: 

^a(nvi, nvg, MiTii, nti2, nr^^) 
rational durch die Grofsen: 

^«(^n ^i)} ^% ^^ f*% ^% '% W^ 

darstellen^ und zwar gilt das für alle Werte von Vi und v^, also 
auch für: 



t; = : — 1^-: = — ~- 17 = t^-- 

* n ' * n 

Hieraus folgt mit Hülfe weniger Schlüsse der 

Lehrsata. 

Die Grofsen xA— , -^) lassen sich mit Hülfe zweier 

Gleichungen vom Grade fi? algebraisch durch die ursprüng- 
lichen Funktionen ausdrücken. Als Eonstanten treten die 
Grofsen auf: 

Das Problem kann noch weiter reduziert werden. 

In der That, nehmen wir jetzt die transformierten Funktionen: 



Aa^nvi, Vg, WTu, Tja, "^ j, 



so folgt leicht, dafs die zu diesen Funktionen gehörenden Trans- 
formationsgleichungen, wenn wir noch an Stelle von v^ und t;2 uns 

-L und -^ gesetzt denken, jedenfalls die Wurzeln besitzen: 



».-'■(H^.^)i 
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es folgt femer, daXs dieses die einzigen Wurzeln sind, welche sie 
mit den Transformationsgleicbungen, die der Determinante 



n 














n 














1 














1 



entsprechen, gemeinsam h^ben können. 
Hieraus folgt der 

LehrsatE. 

Die Funktionen lt\ , --) sind Wurzeln je einer 

Gleichung vom Grade n, deren Eoefficienten sich rational 
aus je zwei der Funktionensysteme: 

A.^Vi, v^, nr^i, wr,2, nx^), A^^Vi, — , «tu, r^j, J 

zusammensetzen lassen. Alle diese Gleichungen sind im 
analogen Sinne wie die früher behandelten algebraisch 
lösbar. 

Ofifenbar ergeben sich eine ganze Reihe analoger Sätze, die mit 
Leichtigkeit durch Anwendung der linearen Transformation oder 
anderer Methoden aus dem obigen entwickelt werden können. 

Die Betrachtung dieser Gleichungssysteme liefert dann den 



Lehrsatz. 

Die Bestimmung der Gröfsen A,( * , ^*) ist mit Hülfe 

von vier algebraisch lösbaren Gleichungen vom Grade n 
durchzuführen. 

Diese Resultate ergeben sich durch Adjunktion zweier Systeme 
transformierter Funktionen. Würden wir alle transformierten Funktio- 
nen adjungieren, so würde sich, wie leicht folgt, das Resultat er- 
geben: 

Die Funktionen A,(v,, Vg, t^^, r^g, ^22) siiid rationale 
Funktionen der repräsentierenden transformierten hyper- 
elliptischen Funktionen ^«(t?/, Vj', tj/, t^^'f t^^)^ 

Es ist nun nicht schwer, die Transformationsgleichungen und 
damit auch die Divisionsgleichungen wirklich aufzulösen. 
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In der Thai, aus den Entwickelangen des § 53 folgt leicht die 
Formel (5): 

^5(— P^ii — 3^i«> — P*i« — 2^«» **^ii) »»^isi **^ji) 

Dabei ist die Summe eine vierfache und über \y \j p, q von bis 
n — 1 zu erstrecken. 
Analog folgt (6): 

. ^sA'^ Vi — P ^n— g^ii » »*t^t— P ^i« — g^»» ^^it^ »*^ n> ^^n) . 
*84(— P^u — 3*is> — l>*u— 3^«ii **^ii. »»^11» ***m) 

Durch Division ergiebt sich (7): 

j?34_(!!ij_!!?I = j^ 

üL'rA.„4.».., roo 



i^^^'«""^'"""*"*""'^» Ky«o]|..^,(p, ,). 



Nun ist: 

*84\ Pmi 2*1«» P^lt 2*«S»^^11» ^^1S> '•*M^ 

Hieraus folgt leicht, dafs die Auflosung geleistet wäre, wenn wir im 
Stande wären, die Quotienten 

%(0, 0) 

zu bestimmen. Nun folgt aber aus den Transformationsgleichungen, 
dafs der Ausdruck: 



H 
6 



*»(«•**• T-'^' -«-)•*•<'"''•)' 
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eine völlig bekannte ganze Funktion der drei Gröfsen A«(«7^, v^) ist, 
die wir bezeichnen wollen durch: 

Xi^ui^u ^9)7 ^01 K; ^2)7 ^aK, ^i)) • 
Setzen wir in diesen Ausdrücken an Stelle von v^, v^, r^, tjg, r^g 
resp. nvif nv2y ^^n» ^^121 ^^22» ^^ f*o'S^; ^^^ ^^^ Ausdruck: 

^!,(nv^y wi7,, T^^ , T^a, Tg,) . Oa(0i 0, w^ii, WT^g, nr,, )* 

-»"öC^» 0, Tu, Tij,, T4,).'a'5(n«;,, »V,, WTji, «Tjj, «T„)» 

eine völlig bekannte Funktion der drei GröJäen 

Xt{nviy wvg, wr^, nr^a, nr^g) 
ist. Setzen wir endlich an Stelle von v^ und t?2 resp.: 

so folgt unmittelbar^ dafs die Funktionen: 

^6(Pt gr 

als völlig bekannte rationale Funktionen der Gröfsen 

A.(wt;i— i^r^i — ffiTia, wvg — pri^ — ^r^», wr^, niTig, nr^g) 

angesehen werden können, wobei p und q alle Werte von bis n — 1 
durchlaufen können. 

Damit ist die Auflösung thatsächlich geliefert. Allerdings sind 
die Gröfsen: 

nur mit Hülfe n^' Wurzeln darstellbar, indessen ist es leicht zu 
zeigen, dafs von diesen Gröfsen immer vier derart bestimmt werden 
können, dafs die übrigen mit ihrer Hülfe in eindeutiger Weise be- 
stimmt sind. 

Nehmen wir dazu den Ausdruck: 

wobei |) und q beliebige ganze Zahlen sind, so können die Gröfsen 
P'y ff'; P'f 2"; S} ^ immer so bestimmt werden, dafs dieser Ausdruck 
eine Thetafunktion n*^ Ordnung mit der Charakteristik Null wird. 
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In der That, wir haben dazu p', g', p", g" nur so zu wählen, dafs 
die Kongruenzen lösbar sind (8): 

g + £, . s . g' + ^8 • ^ • Q'" == mod n . 

Thetafunktionen n*®' Ordnung lassen sich aber in bekannter 
Weise durch die ursprünglichen ausdrücken. Setzen wir in den auf 
diese Weise erhaltenen Gleichungen links und rechts an Stelle von 
Vi, Vg, Tjn, ti29 ^22 resp. nv^y wv^, wr,i, n%, wr^g, so folgt der zu 
beweisende Satz. 

Damit ist die Auflösung der Transformationsgleichungen wirklich 
geleistet. Es ist klar, dafs analog die Auflösung der Divisions- 
gleichungen in expliciter Form gegeben werden kann. 

Da aber die Ausdrücke eine etwas kompliziertere Form annehmen, 
so möge von ihrer Aufstellung abgesehen werden. 

Bei der Lösung des Divisionsproblems, wie wir sie gebracht 
haben, waren die Konstanten völlig willkürlich gelassen worden. Es 
zeigten sich mehrere Kategorien derselben. Wir greifen aus ihnen 
die folgenden heraus, auf welche sich etwa fehlende leicht redu- 
zieren lassen: 

1) dieGröfsen: %[ll}m-.^^^^^^^^ 



2) die Gröfsen: Aa(-^, -^) , 



3) die transformierten Moduln. 

Es fragt sich nun, welches die Beziehungen sind, die zwischen 
diesen Gröfsen bestehen; es fragt sich ferner, wie dieselben bestimmt 
werden können, wenn die ursprünglichen Moduln oder auch die Quo- 
tienten je zweier ursprünglichen Thetafunktionen für die Nullwerte 
der Argumente gegeben sind. 

Zunächst läfst sich die Bestimmung der Konstanten in der ersten 
Kategorie leicht auf die Bestimmung der Konstanten in den beiden 
andern Kategorien zurückführen. In der That, gehen wir dazu zu 
der Transformationsgleichung zurück, die wir für die Gröfse: 

^ft(nt?,, nv^, nt^ i, nt^^ , nT„) . ■6*5 ** 
-^5(0, 0, nT„, wrj,, nT„).^6(ri, t?,)** 
gefunden haben, so folgt aus ihr, dafs die Ausdrücke: 



roo-i 

La, \] 



». \::\ (0)' 



»." 
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sich rational durch die Eonstanten der zweiten und dritten Kategorie 
ausdrücken lassen. Das analoge gilt fOr: 



»..[vv]'°'*-[vv]<»'-' 



«•34 . V"' 



und damit für die Eonstanten der ersten Eategorie. 

Wir wenden uns nun zu den Eonstanten der zweiten Eategorie. 
Es folgt leicht, dafs wir uns hierbei auf die drei Quotienten be- 
schranken können: 

In der That nehmen wir die Funktion: 



'^V n ' n / ' 



wobei y den Index einer beliebigen geraden Thetafunktion bedeutet, 
so folgt aus dem Multiplikationsproblem unmittelbar, dafs derselbe 
sich rational aus den vorhin genannten drei speziellen Gröfsen zu- 
sammensetzen läfst, so zwar, dafs die Eoefficienten rationale Funktionen 
von x^, A^, fi* sind. Ahnliches gilt für die ungeraden Funktionen. 

Die drei genannten Gröfsen aber sind nach dem früheren Wurzeln 
je einer Gleichung vom Grade n^, deren Eoefficienten sich rational 
aus x^, X^, fi' zusammensetzen. Die Auflösung derselben kann auf 
die Auflösung dreier Gleichungen vom Grade 1 + w + w* + w' redu- 
ziert werden, wobei es genügt, eine einzige derselben wirklich auf- 
zulösen. 

In der That, setzen wir (9): 

^i n ' *2 ~ n ' 

1 ^ 7 » ^ 7 

,•(4) _ 2wt,.T„+2m,.T ^,+2 . .^. 2mi.Ti, + 2m,.T„ + 2m 
1 n ' * n ' 

SO folgt, dafs alle Wurzeln in die Form gebracht werden können: 

Aa(v.«lW, V.tg^'O ,= 1,2,8,4, 

wobei V der Reihe nach die Werte annimmt 1, 2, ... n — 1, oder da: 
A.((n - r)t,W, (n - »)i,w) =• A.(v . t,W, v . h«) 

ist, der Reihe nach die Werte 1, 2, • • • — r 
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Betrachteu wir nun den Ausdrack: 

(10) 2 A.(p- . ijW, c- . V") ar = 9,.(i,W, i,W), 



wo Q eine primitive Wurzel von n bedeutet und a eine Wurzel von: 

n— 1 

a: « =1, 

80 folgt; dafs ein jedes Glied A«(p'*. i^^'^, (^'^•^^'0 ^^^^ ratipnal aus 
den drei Gröfsen Ac(i/'), i^^'^) zusammensetzen läfst. Setzen wir nun: 

(11) v.(V", V")"'''""''=V'.(V'>, *,w), 

so folgt leicht; dafs für jeden Wert von r die Gleichung besteht: 

(12) V'.Cii^^ is^'>) = Mq' . i/^ (>'• . V'O. 

Hieraus aber folgt, dafs ^«(i/'^ «V*^) einer Gleichung vom Grade 

1 + w + n* + *** 
Genüge leistet, deren Koefficienten sich rational aus x*, A*, /it^ zu- 
sammensetzen lassen. Sind aber die Funktionen ^(i/'^, i^^'^) bekannt, 
so sind es die gesuchten auch, wie nicht näher auseinandergesetzt 
zu werden braucht. 

Als weitere Eonstanten nun traten in den früheren Betrach- 
tungen die transformierten Moduln auf. Diese Grofsen sind ausführ- 
lich betrachtet worden, es sind dieselben die Lösungen algebraischer 
Gleichungen, die mit dem Namen Modulargleichungen bezeichnet 
worden sind. 

So sind die Konstauten aller drei Kategorien in Betracht ge- 
zogen worden, und um die Untersuchungen zu vervollständigen, ist es 
nur noch notig, die Beziehungen herzustellen, die zwischen den Kon- 
stanten der zweiten und der dritten Kategorie bestehen. 

Aus den Transformationsgleichungen nun zeigt es sich, dafs die 
transformierten Moduln rationale Funktionen der Grofsen 



«.(-^s ~>) 



sind, wenn man die Quotienten zweier ursprünglichen Thetafunktionen 
für die Nullwerte der Argumente adjungiert. Sind demnach die 
Grofsen 

\ n ' n / 
bekannt, so sind es die transformierten Moduln auch. 
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Wir nehmen jetzt endlich umgekehrt die Wurzeln der Modular- 
gleichungen als bekannt an und untersuchen ^ wie sich dann die 
Losungen der speziellen Teilungsgleichungen modifizieren. 

Die Funktionen: 

Xi(nvi, nvg, nr^i, nr^g, nr^i) « = 34,01,2 

lassen sich, wie früher bewiesen, als rationale Funktionen von A«(t7i, v,) 
ausdrücken, deren Koefficienten sich rational aus x^, A', /i^ und den 
dazu gehörenden transformierten Moduln ausdrücken lassen. 

Hiefaus folgt für die Nullwerte der Argumente, dafs die Grofsen: 

Wurzeln je einer Gleichung vom Grade n* sind, deren Koefficienten 
sich rational aus den ursprünglichen und den transformierten Moduln 
zusammensetzen lassen. Die Auflösung dieser Gleichungen kann nun 
auf die Auflösung dreier Gleichungen vom Grade n -\- l reduziert 
werden. In der That, setzen wir (13): 

V^) = 0, i,(^) = 2, 

i^W = 2, «2^2) = 2m, 

wo m der Reihe nach gleich 0, 1, . . . w — 1 zu nehmen ist, so 
lauten alle Wurzeln: 

wo V die Werte 1, 2, • • •. — - — annimmt. Jetzt können dieselben 
Schlüsse wie vorhin angestellt werden. Setzen wir (14): 



«—1 



SO folgt, dafs ^,(i/*\ ij^*^) einer Gleichung vom Grade n + 1 Genüge 
leistet, deren Koefficienten sich rational aus den ursprünglichen und 
den transformierten Moduln zusammensetzen lassen. Sind aber die 
Gröfsen V'«(i/*^ h^'^) bekannt, so sind es die Gröfsen 

auch und zwar mit Hülfe von — r — *®° Wurzeln. 

Das Problem kann aber noch weiter reduziert werden. Wir 
nehmen dazu die Transformationsgleichungen hinzu, die den Funk- 
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tionen X^inv^^ nt?2, nTj,, nr^j, wr^j) und je einem der Funktionen- 
Systeme AtlwVi, t'2> w^^ii» ^12 > ** — ) entsprechen, z, B. dem Systeme 

Setzen wir nun in den Transformationsgleichungen v^^=^v<^^^ 0, 
so erhalten wir zwei Systeme algebraischer Gleichungen, welche als 
gemeinsame Wurzeln die Grofsen: 

'.(^. «) 

und nur diese besitzen. Daraus folgt, dafs diese Grofsen je einer 
Gleichung n*®° Grades Genüge leisten, deren Koefficienten rationale 
Funktionen der ursprünglichen und der entsprechenden transfor- 
mierten Moduln sind. Von der Wurzel A.(0,0) können wir absehen, 
die andern sind paarweise einander gleich, so dafs die drei Gleichungen 

sich auf drei Gleichungen vom Grade - reduzieren lassen. Die 
Wurzeln haben die Form: 



^(-^-f.«)- 



91 \ 

Aus derselben folgt, dafs die Gleichungen mit Hülfe - - — *•' Wurzeln 

losbar sind. 

Das Problem kann aber, noch weiter reduziert werden. In der 
That, durch Umkehrung der Transformationsgleichungen folgt, dafs 
die Produkte: 

sich als lineare Funktionen der Grofsen: 



^sC^i » ^'s ) ^11 » ^la » ^ss ) 



-^öC^j ^> ^u» ^is'i ^««') 

darstellen lassen und zwar können wir uns hierbei auf die Grofsen 
beschränken: 

»6\^i, t;^ , ^ - ; — - , ) 

^io, 0, 1-+1L, iii±ik.^ -_^+_8j3:) ' 

Setzen wir demnach Vj = Vg = — , so folgt, dafs der Ausdruck: 
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sich linear durch die Gröfsen: 

^\n ^ «^^ n ^ n ^ n " / 

^ /O', 0, ^n+'8S/":^+86^ l.A_+ök) 
*\ ' ' n ' n * n / 

darstellen läfsi Nun läfst sich aber der Zähler dieses Ausdmckes 
mit Hülfe n**' Einheitswurzeln durch die repräsentierenden Theta- 
funktionen selbst ausdrücken. In der That^ gehen wir dazu zu der 
Formel zurück (15): 

= ^5(^^19 nV^y «^11, »^12> «^2«) 
n--l 

1 
n — 1 n— 1 

3 9 

1 1 
Aus dieser Formel folgt, dafs die Ausdrücke: 

/l 1 r,,+85j r„ + 8S, ir„+8S,\ 
^»Vn' n ' n ' "n ' n / 

sich unter Adjunktion n^' Einheitswurzeln linear durch die Gröfsen 
9^(^17 ^/) ausdrücken lassen, wobei r^', v^' nicht näher zu definierende 
Zahlen durchlaufen können. Diese Gröfsen aber drücken sich ihrer- 
seits wieder linear durch die repräsentierenden Thetafunktionen aus 
und damit ist der Beweis geliefert. Wir finden somit den 

Lehrsatz. 
Die sämtlichen Ausdrücke: 



a <k b A c t^ d 



bei denen 

ö + 6 + c + d = n, b'{-C7-^.b-\-d^£0 mod 2 
ist, lassen sich durch die Gröfsen: 
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"V ' ' n ' n ' n / 

rational ausdrücken. Die Eoefficienten setzen sich rational 
aus den transformierten Moduln und aus n^ Einheits- 
wurzeln zusammen. 

Nun bestehen aber zwischen den Ausdrücken: 

* (o, 0, Iii+AL , lii.±lk , h*±lh\ 

\ n n • n / 

und den transformierten Moduln selbst sehr enge Beziehungeo. 

In der That, nennen wir wie früher die Argumente der ursprüng- 
lichen hyperelliptischen Funktionen Mj, u^, der transformierten m/, Mj', 
so bestehen zwischen ihnen die oft erwähnten Beziehungen: 

(16) 

Dabei lassen sich vermöge der Differentialbeziehungen, die in 
früheren Paragraphen entwickelt sind, die Gröfsen 

M,\ M^.M,.M^.M^ (fi = 0, 1, 2, 3) 

rational durch die ursprünglichen Moduln und durch die zu der vor- 
gelegten Transformation gehörenden transformierten ausdrücken. Das- 
selbe gilt also für die Gröfse: 

M^ = (Mo .M^-M^. M^f. 

Nun ist andrerseits, wenn wir die transformierten Thetafunktionen 
durch grofse Buchstaben bezeichnen: 

Dabei ist Ä, wenn wir uns auf die zuletzt gebrauchten repräsen- 
tierenden Thetafunktionen beschränken, der Einheit gleich zu setzen. 
Hieraus folgt unmittelbar der 

Lehrsatz. 
Die Ausdrücke: 

^.(0,0, ^L+8ii., .V.+lk, Itl+SAV 



I 
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lassen sich rational durch die ursprünglichen Moduln und 
die zu ihnen gehörenden transformierten ausdrücken. 

Berücksichtigen wir diesen Lehrsatz^ so folgt mit Hülfe weniger 
Schlüsse der weitere: 

Es lassen die Funktionen: 



'■C . i) 



sich mit Hülfe vierter Wurzeln durch die transformierten 
Moduln darstellen. In den Koefficienten treten die ursprünglichen 
Moduln und n^ Einheitswurzeln auf. Nehmen wir überdies die Glei- 
chung hinzu, die wir für den Ausdruck: 



»s 



(o -**-"t?^* ^i»-h»i2. ^M-fr-»s8 Y 



^5* 



gefunden haben^ so folgt durch Aufsuchen des gröfsten gemein- 
samen Theilers mit Hülfe weniger Schlüsse, dafs die Ausdrücke: 

9 (O ^'»+^li- 1^^+lh^ Ii^jtlkV 

sich rational durch die ursprünglichen und die zu ihnen gehörenden 
transformierten Moduln ausdrücken. 
Hieraus wieder folgt der 

Lehrsatz. 
Es lassen sich die Funktionen: 

mit Hülfe von Quadratwurzeln durch die transformierten 
Moduln darstellen. In den Koefficienten treten die ur- 
sprünglichen Moduln und n^ Einheitswurzeln auf. 
Hiermit sind wir am Ziele. 
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